Digitalis korszak a matematikai analizisben?

Peredy Jozsef professzor emeritus, BME
1) Miis az a digitalis korszak?

A digitdlis modszerek lényege az, hogy minden felhaszndlni kivant informaciét (szamot,
szoveget, képet, hangot) kulondllé (mas szdval diszkrét) szamjegyek véges darabszamu
sorozataiva alakitunk at, ebben a formaban rogzitlink (pl. digitdlis fényképez6géppel),
tarolunk és dolgozunk fel (pl. digitalis szamitégépben), végiil pedig adunk tovabb (pl. digitalis
vezérlésil gépekbe, kijelz6kbe, vagy mas szamitogépekbe, az internet segitségével akar nagy
tavolsagokra is). Mindez ma még aligha beldthaté lehetGségeket nyit az ismeretek,
informacidék nagy tomegeinek az egyes ember és az emberiség jobb életét szolgald
feldolgozasara és felhasznalasara, de nyilvan szamos Uj probléma is jelentkezik. Az egész
kérdéskort sokan egy Uj korszak bekdszontének tekintik, lasd példaul Eric Schmidt és Jared
Cohen: ,The New Digital Age”cim{ kdnyvét.

Az elsé pillanatra ugy tlinhet, hogy a matematika mar kezdetétél fogva, azaz a szamfogalom
létrejotte, a szamok megnevezése és kilonodsen azok szamjegyekkel vald leirdsa éta mar
digitalis. Ez azonban nincsen igy, mivel az id6 muldsat, a tér kiterjedését viszont, ugyancsak
kezdett6l fogva, folytonosnak és végelathatatlannak éreztik (érezziik?), s a matematika
targykorébe ezek tanulmanyozasa is beleértédik. A digitdlis korszak udjszer( hangsulyai
azonban az utébbi id6ben kivalé matematikusok gondolkodasaban is megjelennek:

o "Aigazi megértés a diszkrét és a folytonos szemlélet valamiféle szintézisét igényli, az
ennek megfelel6 matematikai eszk6zok kidolgozdsa korunk jelentGs intellektualis
kihivasa." (Lovasz Laszlo professzortdl szabadon idézve).

e "Korunk feladata, hogy a digitalis szamitégép centrikus matematikara valé attérést a
lehetdség szerint zokkenGmentesen és hatékonyan valdsitsuk meg" (Doron Zeilberger
professzortdl szabadon idézve).

Ugy tlinik, hogy ez a kétségteleniil alapvetd jelentSségl, de eléggé elvontnak latszo
kérdéskor egyszer( gyakorlati feladatokbdl kiindulva is jol megkozelitheté.

2) Egy elemi példa, néhany tanulsaggal.

Tekintslink az egyenes vonallu egyenletes mozgast. Newton klasszikus mlvében (cimlapjat
lasd baloldalt) taldlhaté ,Newton 1. Torvénye”, s ez éppen ilyen mozgasra
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vonatkozik. Tegyik fel, hogy a mozgd test az t = ip = 0 id6pontban az

l-‘f{‘l":-‘("‘l'l“l-"\‘ X = jJo = 0 koordindtaval jelolt helyzetb6l indul, és egyenes vonalu
- egyenletes mozgast végezve i) id6egység elteltével j, hosszegységnyire
| tdvolodik el az induld helyzett6l. Végezziink mérést egy ilyen mozgasra
vonatkozdéan, mas nem lévén, digitalis mdszerrel, de mondjuk csak igen

egyszer(i mdszer all rendelkezésre, amelyrdl (tizes rendszerben) mindossze kétjegyd
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szamokat lehet leolvasni. Példaként tegyik fel, hogy a mérés eredményeként j;= 19 és j; = 14
adddott, s ki szeretnénk szamitani, hogy a kezd6éponttdl milyen j; hosszegységnyi tavolsagra
volt a test az i, = 12 id6egységnek megfelel6 idGben.

A feladat szokasos megkozelitése az, hogy az egyenletes mozgdst az x = m.t homogén
els6foku folytonos figgvénnyel irjuk le. Ebben az m egyltthaté értéke
m=j;/ij=14/19 = 0,736842105263158...

valds szam. Az x = m.t flggvényt a sikbeli koordinata rendszerben egy egyenes-szakasszal
szemléltetjuk (lasd az aldbbi abran a piros vonalat), az egyenletesen mozgé test i, =12
idGegységhez tatozé j, helyzetét pediga

ja=m.i, =0,736842105263158*12= 8,84210526315789
formdban hatdrozzuk meg. Ehhez a szamitasi modhoz az az elgondolas tartozik, hogy az
egyenes egy folytonos vonal, a szdmértékek pedig valds szamok, azaz végtelen tizedes
tortek, s a figgvény minden széba jové valds t-hez megad egy valds x-et, azaz a folytonos
egyenes egy (t, x) koordinatdju pontjat.

Valdjaban persze az m-et és a j,-t digitalis szamitdgépink 15 jegy pontossdggal, vagyis
szamjegyek véges sorozataval irta ki, s az dbran a kinagyitds jol mutatja azt is, hogy az
,egyenes” raszter képernydén valé megjelenitése véges méretl és darabszamu, jél
megkilonboztethet6 (azaz diszkrét) elemekbdl van Osszetéve. A szokdsos eljaras tehat

1% tulajdonképpen hibrid: a valds szdmok és a

14 = folytonos fliggvények korében gondolkodunk, a

" . EdEn konkrét szamitdsokat, megjelenitéseket pedig

10 digitalis eszkdzeinkkel csakis diszkrét jelleggel

8 Fa tudjuk végrehajtani.
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s 4/"{\’/ Megfontolandd az is, hogy mig a kiindulé adatként

2 i N szolgalé i) és j; mérési eredmények kétjegyliek,

o PLIIILXLIITITITTRE addig az ezek alapjan (legaldbb is a szokdsos,
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,fellletes” maoddon) elvégzett gépi szamitas a

keresett j,-ra 15 jegyl eredményt ad. Az, hogy e visszassag nekiink, a digitalis szamitégépek
mai hasznaldinak mar szinte fel sem tlinik, jérészt annak tulajdonithatd, hogy az elméletileg
valdsnak elgondolt szamokat szamitdégépeinkben szinte kizardlagosan ,lebegépontos
szamokként” jelenitjiik meg. Neumann Janos mar kezdettdl (1945) keriilte a lebeg6pontos
szamok hasznalatat, mivel ez ,programozasi szempontbdl kényelmes ugyan, de eltereli a
figyelmet szamitasaink szabatos matematikai végiggondoldsanak a szlikségességérdl”, és jo
fél évszazaddal késGbben W. Kahan, a Berkeley egyetem professzora szerint a lebeg6pontos
aritmetika még mindig ,tliske a szdmitogép-tudomany kérme alatt” (1997). Kézenfekvs
tehdat az igény, kiséreljuk meg a szdoban forgd linedris 6sszefliggést tudatosan, a digitdlis
szamitégépeink alapelvének megfelelGen teljes egészében egységesen diszkrét formdban,
tehat kizardlag egész szamokkal dolgozva kezelni.



3) Van-e a digitalis vilagban diszkrét egyenes?

Az egyenletes mozgds diszkrét leirasara irdnyuld, bevezetd jellegl kisérletben alkalmazzuk (a
kiindulé adatokhoz igazodva) csak a legfeljebb kétjegyl egész szamokat. Ekkor a remélt
diszkrét integer egyenes a (t, x) koordinatdju valds pontok helyett a mondott egész szamok
felhasznaldsaval képezhet6 [iy, ji/, (k=0, 1, ... I) integer szampdarok egy alkalmas véges
sorozatabdl allhat, ezek lehetnek az x = m.t valds fliggvény digitalis tarsat jelenté ,integer
figgvény” elemei. A folytonossag idedja azonban minden bizonnyal nem ,véletlentl” alakult
ki az emberi gondolkodas tobb ezer éves torténete soran, viszont a diszkrét vildgban a maga
elgondolt absztrakt tokéletességében nyilvdan nem értelmezhetS. Alkossdk tehat (mintegy
,kompromisszumként”) az integer egyenest ,a folytonossaghoz legkozelebb 3ll6”, azaz
szomszédos integer szamparok: vagyis ha [iy, jk/ és [ixs1, jk+1] (k=0, 1, ... I-1) két egymdst
kovetd integer szampar, akkor legyen
Vagy jk+1 = jk €S ike1 = ixt1, vagy pedig ike1 = ik €S jkea = jit1.

Ezt ugy is mondhatjuk, hogy az /iy, ji/ elemrdl a kdvetkezb [ix+1, jk+1/ €lemre az elsé esetben
egy egységnyi i lépéssel, a masodikban pedig egy egységnyi j |épéssel jutunk.

Az [iy, jk/ integer szamparokat abraink folytonosnak elgondolt koordinatarendszerében a
raszterpontok jelentik, mivel azonban a szigortan vett absztrakt ,pontok” magukban amugy
sem tehetdk lathatéva, haszndljuk ezért (mintegy szimbdlumszer(ien, a szokasos ,nullkorok”
vagy ,keresztecskék” helyett) az integer flggvény elemeinek jol lathaté megjelenitésre
ezuttal azon egységnégyzeteket, amelyek bal alsé sarokpontja a szdoban forgd integer
szampar.

A példafeladatul vdlasztott egyenes vonall egyenletes mozgds esetén a diszkrét egyenes az
[io, jo/ = [0, 0] kezd6 integer szamparral indul, és 19 i I1épés, valamint 14 j Iépés megtétele
utan az [iss, jsz3/ = [19, 14] integer szamparral fejez6dik be. Az el6z6 oldali abran az ennek
megfelel6 34 integer part a mondott egységnégyzetes jeloléssel tlintettiik fel, a kezd6
szampart szirke, azon szdmparokat, amelyekre i 1épéssel Iépink z6ld, amelyekre pedig j
Iépéssel, lila szinnel.

Természetesen az el6z6 oldalon mutatott elrendezés nem lehet a keresett integer egyenes,
hiszen az utolsé id6egységig nem jelez elmozdulast, a feladatban megkivant teljes

” elmozdulast az utolsé idGegységben jeleniti meg.

» Egyenletes mozgds esetén az i és j |épéseknek nyilvan a

. / lehet6 legegyenletesebben kell eloszlani. Esetlinkben i
10 [épésbdl van tobb, igy azt kell megnézniink, hogy egy
& 2 i-re hany j [épés jut. Mivel 19-bél a 14-et egyszer lehet

kivonni és még marad 5, a 14 j Iépés mindegyikéhez

legaldbb egy i lépés tartozik (,rovid sor”) , de 5

o111 esetben kett6 (,hosszu sor”). Az 5 hosszu sort és a 9
0 2 4 & B 10 12 14 15 1B 20

rovid sort egymas kozott megint ,egyenletesen” kell




16 kiosztani, azonban ,teljesen egyenletesen” ezt sem
14 D lehet, mivel a 9-bél az 5-6t egyszer lehet kivonni, de
12 még marad 4. Tehat 4 alkalommal két rovid sort kdvet
10 D egy hosszU (nagy csoport), 1 alkalommal pedig egy
: rovid ésD egy hosszu sor all egymds utan (kis csoport).
i L Mivel a 4 nagy és az egy kis csoport éppen kiteszi a
,D megkivant 19 /i és 14 j |épést, megtalaltuk a lehetd
0 legegyenletesebb elosztast, azaz a keresett integer

S egyenest. Hosszu fliggvények esetén persze az eljarast

altalaban t6bbszor kellhet ismételni. A klasszikus goérog matematikdban ez a gondolatmenet
(valtakozé kivonas megnevezéssel) fontos szerepet jatszott a tort szdmok fogalmanak
kialakulasanal, és leirdsa taldn az els6 irasban rank maradt algoritmus a matematika
torténete sordn. Most ez a tobb mint kétezer éves, klasszikus gondolatmenet egy megnyilni
latszo uj korszakkal (,The New Digital Age”) kapcsolatban keril felhasznaldsra.

A mintapéldaban tulajdonképpen az volt a feladat, hogy az egyenletes mozgast végz6 test 12
id6egység elteltéhez tartozd j, helyzetét hatarozzuk meg. Integer egyenesiinknek, mint az
abrabdl leolvashato, két olyan integer szampadrja van, amely az i, = 12 id6egységhez tartozik,
a /12, 8] és a [12,9] Ez nem mond ellent az el6z8 szakaszban szamitott 12*14/19 =
8,84210526315789, valds(nak elgondolt) értéknek, de azért igen csak mas az informacio-
tartalma. Nevezetesen azt jelenti, hogy a 8 és 9 hosszegységnyi eltdvolodasok ,tdjan” jart az
adott id6ben a példa szerinti egyenletesen mozgd test, biztosan nem volt mar a 7.-ben, és
nem volt még a 10.-ben. Az integer egyenes esetén tehat az eredmény nincs pontosabbnak
feltlintetve, mint a kiindulé adat, s6t felhivja a figyelmet arra, hogy a kitlizott feladat
eredménye tulajdonképpen két szomszédos integer értékpar barmelyike lehet.

4) Egy masik lehet6ség az integer egyenes meghatarozasara.

A diszkrét szamitdsok alapeszkozei az egész szamok véges sorozatai, a digitalis vildgban a
fliggvények leirdsara és vizsgdlatdra is ezt hasznalhatjuk. Az egyenletes mozgast leird integer
fliggvény esetén az id6 mulasat a ,hétkdznapi fizikdban” eleve egyenletesnek tekintjik, a
feladat szerint pedig az elmozdulas is egyenletes az id6hoz képest. Az egész szamok
vilagadban az egyenletes valtozast egyenl6kozii sorozatok fejezhetik ki:

RX—(X, 2X, ... i.X, ... m.X) és RY—>(Y, 2Y, ... j.Y, ... n.Y), ahol is X és Y egész szdmok.
Esetlinkben azt tudjuk, hogy a ij= 19 id6egység és az ez alatt megtett j, = 14 hosszegységnyi
Ut Osszetartoznak. Ez azzal fejezhet6 ki, hogy legyen i.X=j.Y, azaz — legegyszerlibb
lehetGségként — legyen X = 14 és Y =19. Ezen értékek valasztasa mellett a két sorozat
(megfelel6 6sszerendezett formaban) kijel6li a kivant integer egyenes |épéssorrendjét. Az
Osszerendezés részleteit az aldbbi tablazat mutatja:

X=14 RX— 0 14 28 42 56 70 84 98 117 126 140 154 168 182 196 210 224 238 252 266
Y=19 RY—> 0 19 38 57 76 95 /1)14 133 152 171 180 209 228 247 266
Osszerendezve: 0 14 19 28 38 42 56 57 70 76 84 95 098 112 1 126 133 140 152 154 168 171 182 190 196 209 210 224 228 238 247 252 266 266
R 5 o—10 £ ey A== 6 8 -11 Fle—r2—2—7 7 -12 217 —=3—H -8 =13 1 -18 -4 10 -9 S O=1# -5
i 0 1 1 2 2 3 4 4 5 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11 12 12 13 13 14 14 15 16 16 17 17 18 19 19
i 0 0 1 1 2 2 2 3 3 4 4 5 5 5 6 6 7 7 8 8 8 9 9 10 10 11 11 11 12 12 13 13 13 14
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33
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Az Osszerendezés alapja az, hogy az integer egyenest olyan /i, jix/ integer szamparok
alkossak, amelyek esetében az egymast kovet6 elemek koordinatdihoz tartozé RX; ill. RY;
sorozatbeli értékek lehet6ség szerint kozel alljanak egymashoz. Legyen az [y, ji/ integer
szampar esetén a hozza tartozd RX; ill. RY; értékek kilonbsége R=RX; -RY;. Az 6sszerendezést
az R sorozat értékeinek segitségével valdsitjuk meg: ha Ry pozitiv, akkor az integer egyenes
(k+1)-edik elemére j 1épéssel, ha nem akkor pedig i 1épéssel kell Iépni. gy az R abszolut
értéke sehol nem haladja meg a két pozitiv X és Y egész szdm kozil a nagyobbikat. Az j 1épés
esetén az Osszerendezett sorozat kovetkez6 elemét az RX részsorozatbdl valasztjuk, a j
|épésnél pedig az RY-bdl (és persze mindkét esetben a kovetkez6, még be nem valogatott
elemet, amely az RX esetében X-szel, az RY esetében pedig Y-nal kiildnbézik az el6z6tél). igy
az integer egyenest elGallitd algoritmus egyetlen 6sszetett feltételes utasitdsban foglalhatd
Ossze:
IfR<O0ThenR=R+X:i=i+1ElseR=R-Y:j=j+1.

Ezt a feltételes utasitast sziikség szerint (esetiinkbe 33-szor) ismételten végrehajtva (lasd az
el6z6 oldali tablazatot) megkapjuk a kivant integer egyenest. Nem tettiink még emlitést
arrél, hogy a k=0 kezd6 oszlopban az R-nek is kell kezd6értéket kapni. Esetlinkben az
R=X-Y=-5 induld értéket alkalmaztuk, ezzel biztositva, hogy az integer egyenes origdn
dtmend valés egyenes digitdlis tarsa lehessen. Az integer egyenesek szamszer( el6allitasanak
a fentebb mutatott két lehetséges mddja, azaz az Osszetett feltételes utasitas ismételt
mikodtetése, és a ,vdltakozd kivonas” modszere, egyenérték(i. A ,vdltakozd kivonds”
masként is algoritmizalhatd, s6t ez az algoritmus jobban is hasonlit a szorzas/osztas
megszokott muveletéhez, nem kell az integer fliggvény valamennyi kdzbensé elemét sorra
el6allitani ahhoz, hogy a kezdd elemtdl a kivant i vagy j koordinatdju elem(ek)ig eljussunk, és
megjelenik a irdnytangenst megadd ,aranyszam” digitalis alakja is. A feltételes utasitas
alapjan valé el6allitds azonban egy ilyen rovid bemutaté keretében konnyebben
altaldnosithato, ezért a kovetkezékben ezt fogjuk hasznalni.

5) Tovabbi elemi feladatok: a szabad esés és a harmonikus rezgés.

Az egyenes vonalu egyenletes mozgas mellett az egyenletesen gyorsuld mozgas (pl. a szabad
esés) és a harmonikus rezgémozgas is a klasszikus mechanika alapfeladatai kozé tartozik. Ha
az egyenletes mozgas integer fliggvényét elGallitéd algoritmus magjat alkotd
IfR<0ThenR=R+X:i=i+1ElseR=R-Y:j=j+1
Osszetett feltételes utasitdst megnézzik, azt latjuk, hogy valtozatlan Y mellett anndl tobb j
hosszlépés esik egy i idGlépésre, minél nagyobb az X, azaz allandd Y mellett az X jellemzi a
mozgas sebességét. Egyenletesen gyorsuld mozgas esetén minden idGegységben
ugyanannyival n6é a sebesség, tehat minden i |épésben ugyanannyival kell névekednie az X-
nek. Az egyenletesen gyorsuld mozgast leird integer fliggvény elGallitasahoz tehat az
algoritmusmagot ki kell egésziteni az X-nek egy azonos értékli megnovelésével minden
|épésben:
IfR<O0OThenX=X+XX:R=R+X:i=i+1ElseR=R-Y:j=j+1.



A sebesség valtozasat, tehat a gyorsulast XX-szel jeloltlik. Ez a jelolésvalasztas az integer
fliggvényeket el6allité jelolésrendszer alapszabdlyat tikrozi: az utolsé betli azt adja meg,
hogy i |épés esetén van miikodésben, mégpedig hozzd adddik (természetesen

el6jelhelyesen) az utolsé betl elhagyasaval nyerhet6 azonositéju valtozéhoz.

Ugyanilyen magatdl értet6déen kapjuk a harmonikus
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W = I rezgbmozgast leird integer flggvényt generdld
12 :,_ f 3 algoritmus Osszetett feltételes utasitdsat is. Ha
w0 :: % ugyanis a szabad esést egy linedrisan rugalmas
B % felflggesztés akaddlyozza, harmonikus rezgémozgas
° all el6. A szabad esésnél az XX egyenletes gyorsulast az
: Sg allandé sulyeré hozza létre. Rugalmas felfliggesztés
5 ] esetén viszont a rugder§ ez ellen hat, mégpedig
2Pt ¢ o 12 14 16 38 20 |inearis rugalmassag esetén, oly mdédon, hogy minden

egyes azonos mértékld elmozduldshoz, azaz minden
egyes j lépéshez, az ellener6 szintén azonos mértékl novekedése tartozik, ez pedig Newton
2. torvénye szerint ugyancsak j |épésenként azonos mértékl vdltozast eredményez a
gyorsulasban is. A harmonikus rezgémozgdashoz tartozd algoritmus esetén tehdat az XX
gyorsulas minden j |épésben ugyanannyival csokken, amit azzal valésithatunk meg, hogy egy
XXY azonositéju valtozénak zérusnal kisebb kezdeti értéket adunk:

FR<OThenX=X+XX:R=R+X:i=i+1Else XX=XX+XXY:R=R-Y:j=j-1.

A vidlasztott XXY azonosité természetesen megfelel az integer fliggvényeket elallitd
algoritmusok jel6lési alapszabalyanak. (Megjegyzendd, hogy a j koordinata valtozasa
értelemszerlien negativ, mivel az dbran a j koordinatdk felfelé ndévekednek, viszont a sulyeré
nyilvan lefelé mikaodik, és igy lefelé valé elmozdulast eredményez.)

6) Trigonometrikus fliggvények szamitasa egész szamokkal?

A fentebbi abran lathaté integer fliggvény az

[io, joJ= [0, 9], X=9, Y=99, XX=9, XXY=-1 és R=-89
kezd6értékekhez tartozik. Ezekbdl kiindulva a harmonikus rezgést leird integer fliggvény
kiszamitadshoz elég par perc, egy ceruza és egy kis darab papir, érdemes kiprébalni. A

kovetkez6 tablazat ezt a szamitdst mutatja:

R -89 -71 -44 -8 37 -62 -9 52 -47 21 -78 -4 J6 -23 62 -37 52 -47 45 -54 40 -59 36 -63 32 -67
RX 9 27 54 90 135 135 188 249 249 317 317 391 471 471 556 5506 645 645 737 737 831 831 926 926 1021 1021
RY 98 98 98 98 98 197 197 197 296 296 395 395 395 494 494 593 593 692 692 791 791 890 890 989 989 1088

X 9 18 27 36 4> 45 53 61 61 68 68 /4 80 80 8 8 89 8% 92 92 94 94 9 9 9 9
Y 98 99 99 99 99 99 99 93 99 99 99 99 99 99 99 99 93 99 93 99 93 93 99 99 99 99
XX 9 9 9 9 8 8 8 7 7 6 6 6 5 5 4 4 3 3 2 1 1 0 =l
XXY =l =l sl Sl b Sl sl Al sl sl =l sl =l Al sl sl <lfeal <albal =l

9
1
i 0 1 2 3] 4 4 5| 6 6 7 7 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15
i 9 9 9 9 9 8 8 8 7 7 6 6 6 5 5| 4 4 3 3 2 2 1 1 0 =l

Nem tévediink, ha — visszaemlékezve a harmonikus rezgésekre vonatkozd korabbi
tanulmanyainkra—arra gondolunk, hogy a kétjegyl egész szamok korében végzett néhany
Osszeadassal/kivonassal tulajdonképpen egy olyan integer figgvényhez jutottunk, amely a

folytonos koszinusz fliggvény egy szakaszaval allithaté parhuzamba. Az el6z6 oldali dbran a
piros , folytonos” vonal be is jeloli ezt a fliggvényszakaszt. (Az idézGjelek egyszeri hasznalata a
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folytonossag két emlitésénél nem elirds: elgondolni lehet folytonos koszinusz fiiggvényt, de
az anyagi vildgban a maga absztrakt tékéletességében megjeleniteni nem.) Ezen igencsak
egyszer(i szamitds tanulsagaként akdr azt a megjegyzést is tehetnénk, hogy a digitdlis
korszakban a masodik 4altaldnos elvégzése utdn, amikor mar ,szdzig jol megy az
Osszeadas/kivonas”, el lehet kezdeni a trigonometrikus fliggvényekkel ismerkedni...©

7) Az integer lépték.

Az el6z6 oldali abran lathatd integer koszinusz persze eléggé ,durva”, a legegyszerlbb
gyakorlati alkalmazasok is Iényegesen nagyobb pontossagot igényelnének, a bejel6lt piros
gorbével pedig az a ,baj”, hogy az abra tengelyeire beirt szdmok 10-szeresei a folytonos
y=cos(x) fuggvény jol ismert y értékeinek. A dolgok nyitja ismét az, hogy az abra ,hibrid”, a
beirt kottak az integer fliggvényhez tartoznak, a piros vonal pedig a valds matematikai
analizis koszinuszgbrbéjére utal. Mig a digitalis szamitasok alapja mindig és kizardlag az
egész szamok véges sorozata, addig a folytonosnak elgondolt vilagban kiilonb6z6 mérték-
egységeket haszndlunk, és a szamokban kilonb6z6 helyeken (kettedes/tizedes) vesszét is
alkalmazhatunk. llyen korilmények kozott az egyértelmi kapcsolatot Ugy biztosithatjuk, ha
megadunk egy integer léptéket, amely megmutatja, hogy az integer vildg mindig ugyanazon
1 egységének az éppen vele parhuzamba allitani kivant ,folytonos” rendszerben mi felel
meg. Az el6z6 dbran a ,digitalis” egységnek egy tized ,valds” egység felel meg, azaz az
integer lépték 1> 0,1. A fentebb elvégzett kis szamitas tehat a diszkrét koszinuszt egy
tizedes pontossaggal hatdrozta meg. Az el6z6 mondat azonban szé szerint nyilvdn csak a
diszkrét és a folytonos megkozelitések kozotti parhuzamossdg (szintézis?, atmenet?)
viszonylatdban értelmezhetd, az integer fliggvényekkel valdé szamitdsok a maguk diszkrét
digitdlis vildgaban természetiikbél adéddan mindig ,,abszolut” pontosak.

8) Kiilonb6z6 hosszusagu osszeilld integer fliggvények.

A bemutatott integer szamitasi mddszer a kezdGértékek nagysdgara és az ismétlések
szamara nézve semmiféle megkdtést nem tartalmaz (azon tulmenden, hogy véges egész
szamok). Tetsz6leges pontossag elérhetd, ,csak” tobbszor kell a széban forgd Osszetett
feltételes utasitast ismételni, és nagyobb egész szamokat kell hasznalni. Ekkor persze a
,papir és ceruza” mar nem elég, de egy kommersz laptop és elemi programozasi
lehetdséggel rendelkez6 tablazatkezel6 rendszer mar alkalmas fokozott pontossagi igények
kielégitésére. Ehhez természetesen tobb elemet tartalmazo, hosszabb, részletesebb, ugy is
mondhatjuk, finomabb integer fliggvények kellenek.

A kovetkezd oldali dbra a szdban forgd koszinusz gérbeszakasz eddig vizsgdlt k=25 elem(],
rovid (egy tizedes pontossagunak értelmezhet6) véltozatat egy (,két tizedes pontossagu”)
k=257 elem(, XXY=-1: XX=99: YY =0: X=0: Y= 9900: R=-9899 kezdGértéki finomabbal egyiitt
mutatja. Az dbran az ,egy tizedes” integer koszinusz tulajdonképpen kétszer szerepel,
egyszer a bal alsd sarokban a maga 1 -> 0,1 sajat integer léptékével, masodszor pedig



tizszeresre nagyitva, s ezzel a részletesebb integer fliggvény 1 - 0,01 Iéptékéhez igazitva.
Mindkét fliggvényt ugyanaz az

fR<OThenX=X+XX:R=R+X:i=i+1Else XX=XX+XXY:R=R-Y:j=j-1
Osszetett feltételes utasitas generalta, kiilonb6z6 nagysagu/nagysagrendi kezdeti értékekkel
és kiilonboz8 ismétlési szam mellett.

10,01
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50

0 50 100 150

Jeldlje /iy, jix] a kevésbé részletes, /I, Ji] a részletesebb integer fliggvény egy-egy altalanos
elemét, és legyen m a részletezettség novelésének mértéke, esetlinkben m = 10. Tekintsik
most az
m. iy, <=lx<m. (i, +1) és m. j, <=Jx<m. (ji,+1)

egyenl6tlenségeket. Ha ezek az egyenl6tlenségek fennallnak, akkor azt mondhatjuk, hogy a
kevésbé részletes integer fliggvény /iy, jk/ eleme tartalmazza a részletesebb flggvény /[lx, Jx/
elemét, ha pedig a részletesebb fliggvény minden elemét tartalmazza a kevésbé részletes
figgvény valamelyik eleme, akkor a rovidebb fliggvény tartalmazza, ,lefedi” az egész
részletesebb, hosszabb fliggvényt, a hosszabb pedig részletezi, finomitja, “pontositja” a
rovidebbet. Ha ehhez még hozzaértjik azt is, hogy a két fliggvény ugyanazon tipusba
(pontosabban ldsd majd a 9. részben) tartozik, a két fliggvényt kiilonb6z6 hosszusagy,
részletességl osszeill§ integer figgvényeknek tekintjiik. A fenti dbra egy ilyen fliggvénypart
mutat.

Az integer fliggvények szamitdsa tehat tetsz6leges (de persze mindig véges)
részletezettséggel végrehajthatdé. Megjegyzendd, hogy a véges részletezettség nem a
»diszkrét elgondolas gyengéje”, akarmilyen mds gondolati hattérrel végezziink is digitdlis
szdmitégépen szamitast, mindenképpen ,,csak” ennyi valdsithatd meg. Tekintsik példaul a
n/2 ,digitdlis szamitasbdl” nyerhetd értékeit. Az el6z6 abrardl leolvashatd, hogy a m/2
értéke az 1 - 0,1 integer Iépték mellett 1,5, az 1 - 0,01 integer |épték mellett pedig 1,57. A
szamitds, (ugyanazokkal a kommersz szamitogépi és szoftver lehet6ségekkel) elvégezhetd pl.
1 - 0,000001 integer lépték esetén is, ekkor a ,digitdlisan szamitott” /2 = 1,570796-ra
adadik. Ehhez 8 byte hosszu integer valtozdkat kellett alkalmazni, a szoban forgé feltételes
utasitast pedig mintegy két és fél millidszor kellett ismételni, ami a hasznalt, 2,53 Ghz-es



processzoru laptopon 0,2 sec gépid6t igényelt. A szamitdégépen természetesen lekérhetd a
hagyomanyos mddon, a valés matematikai analizis gondolati hattere alapjan (ill. ennek
numerikus kozelitésével) szamitott /2 érték is: m/2 =1,5707963267949, ami szintén véges,
bar minden bizonnyal nagyobb pontossagu. Pontossaganak megitélésére a valds fliggvények
numerikus matematikai analizise szabatos hibahatarokat tud adni, de valamely adott véges
bitszdmu lebeg6pontos processzor és adott felhasznaldi programrendszer esetében nem
konnyU az éppen érvényes hibahatarnak utananézni. A jelen esetben azonban elmondhatjuk,
hogy az els6é hat tizedes jegy ,biztosan j6”, hiszen megegyezik a fentebbi, ,digitalisan
szamitott” értékkel ©.

9) Kapcsolat az integer és a valds fuggvények kozott.

Az 5. szakaszban az integer fliggvények korében leirtuk a harmonikus rezgés fizikai
jelenségét, az ezt kévet6 harom szakaszban pedig ennek a megfogalmazasnak az alapjan
végezhetd szamitasokat mutattunk be. Ennek soran emlékeztettlink arra, hogy a harmonikus
rezgés a valdés matematikai analizisnek is egyik alapfeladata, s ott az y” + Cy = 0
differencialegyenlet egy megfelel6 megolddsa, esetiinkben a valds koszinusz fliggvény adja a
széban forgd fizikai jelenség matematikai leirdsat. Ha a bemutatott integer fliggvényes
digitalis megoldas és valds koszinusz fliggvényes megoldas egyazon fizikai jelenségnek ugyan
logikailag egymastodl fliggetlen, de érvényes leirdsa, a kett6 kozott meg kell mutatkoznia
valami kapcsolatnak.

Az egyenes vonalu egyenletes mozgdas tdrgyalasandl bevezettik az integer fliggvények
elemeit alkotd [i, ji/ integer szamparok szemléletes abrdzoldsdra az egységnégyzet
szimbolumokkal valé megjelenitést. Ha most a diszkrét integer fliggvények és a folytonos
valds fluggvények valamiféle szabatos kapcsolatarél kivdnunk beszélni, akkor tekintsiik az
integer-parokat jelolé egységnégyzet szimbdlumokat egyszersmind a valds sik (x, y) pontjai
megfelel6 tartomdnyainak. (Az, hogy a tartomany nyilt vagy zart voltat nem emlitjik,
tudatosan torténik, ennek a megkiilonboztetésnek targyunk szempontjabdl nincs értelme.)
Ha egy valds fluggvénynek nincs olyan pontja, amely ne tartozna egy adott integer fliggvény
valamely egységnégyzetéhez és az adott integer fliggvény minden egységnégyzetébe
ténylegesen esik is pontja, akkor azt mondjuk, hogy az illet6 valds és integer fliggvények
Osszetartozdak, egymas megfelelGi. (Persze az integer fliggvények mindig végesek, a valds
fliggvények értelmezési tartomdanya pedig sokszor nem az, ilyenkor a valds fliggvények véges
szakaszai értenddék.) Az el6z6ekben targyalt (linearis, ill. koszinusz) diszkrét és folytonos
fliggvények ebben az értelemben egymds megfeleldi. Altalanossagban elmondhatjuk, hogy
egy integer fliggvénynek van szdmos (vagy inkdbb megszamldlhatatlanul sok) valds
megfelel6je, egy valds flggvénynek pedig van egy (adott |éptékd) integer megfelelje. (Az
utdbbi allitashoz a pontossag kedvéért hozza lehet tenni, hogy legfeljebb egy, hiszen pl. egy
mindenhol folytonos, de sehol sem derivdlhaté valds fliggvény integer tarsardl nincs értelme
beszélni.)



Az integer flggvények és a valds fliggvények viszonyanak érzékeltetésére célszerl lehet még
a 8. szakaszban emlitett kilénb6z6 hosszusagu 0Osszeill6 integer flggvényekre is
visszagondolni. Egy integer fliggvénynek lehet részletezettje. Ez maga is integer fliggvény,
tehat tovabb részletezhets, és nincs semmi, ami a részletezettség (persze mindig véges)
mértékét (a hardver adottsagokon tul) elvileg korlatoznd. Hogy ez a meggondolas atvezet-e a
valés flggvények vildgdba, egy olyan matematikafilozéfiai kérdés, amelynek tovabbi
vizsgalata nem targya a jelen révid ismertet6nek.

10) Az integer fliggvények rendszere

A bemutatott hdrom elemi példa integer fliiggvényekkel valé leirasahoz, mint lattuk, harom
rokon szerkezetli, de nem teljesen azonos Osszetett feltételes utasitast haszndltunk, az
elsénél 4, a masodiknal 5, a harmadiknal pedig 6 Osszeadas/kivonds szerepel az integer
fliggvény ujabb és Ujabb elemeinek a megahatdtozasahoz szilikges aritmetikai mliveletként:

IfR<O0ThenR=R+X:i=i+1ElseR=R-Y:j=j+1, X Y],
fFR<LOThenX=X+XX:R=R+X:i=i+1ElseR=R-Y:j=j+1, XX, Y],
IfR<OThenX=X+XX:R=R+X:i=i+1Else XX=XX+XXY:R=R-Y:j=j+1, IXXY, Y]

Emlitettlik azt is, hogy az X és Y bet(jelekbdl allé azonositék olyan kialakitdsuak, hogy maga
az azonositd kifejezi a vele azonositott valtozd szerepét az algoritmusban. Ha ugyanis az
utolso bettjel X, akkor az i Iépésben, ha Y akkor a j |épésben aktiv, s az aktivitas abbdl all,
hogy hozzdaadddik az utolsé jegy elhagyasaval nyerhetd, eggyel kevesebb bettjelbdl allé
azonositéju valtozéhoz, az egybetlis X és Y valtozd pedig az R ,vezérl§ valtozéhoz” addédik
hozz3, ill. abbdl vonddik le. Az e szabalyossagnak eleget tévé, integer fliggvényt generald
algoritmusokat integer fliggvényalgoritmusoknak nevezhetjik. Egy integer fliggvény-
algoritmus teljes szerkezete meghatdrozhatdé abbdl, ha megadjuk azokat a zérustol
kiilénb6z6 kezdbértékii azonositdkat, amelyek csak hozzdadandoként szerepelnek, 6sszeadas
eredményének befogaddjaként pedig nem, tehat el6fordulnak értékadé utasitdsban, de csak
a jobb oldalon. Ezeket az azonositékat megkeresve és, mondjuk, athuzott kapcsos
zardjelpdarba £ #irva, kapjuk az illet6 algoritmussal generalhato integer fliggvények tipusjelét.
A felsorolt harom esetre vonatkozdan e tipusjeleket fentebb piros szinnel kiemelve be is
irtuk az 6sszetett feltételes utasitasok mellé.

Egy integer flggvényt egyértelmlien megadhatunk a tipusjelével, és a tipusjelben foglalt
regiszterek kezdGértékeivel. A ,regiszterek” megnevezés alatt a nagybetlikkel jelolt
valtozokat értjiik. Igy az £XXY, Y} tipusjel esetén az R ,vezérl8” regiszternek, a tipusjelben
megjelend XXY és Y, tovabba az ,ezekben bennik foglalt” XX és X ,munka” regisztereknek,
tehdat Osszesen Ot regiszter valtozénak és persze az i és j koordinataknak kell kezd6értéket
kapniuk.

Eddig harom kiilénboz6 tipusu integer fliggvényrdl volt szd. Az integer fliggvények fogalma
és az integer fliggvényeket elSallitd fliggvényalgoritmus tobb irdnyban és igen széles korben
altalanosithatd. A fentebb targyalt esetekben a regiszterek azonositéiban csak két betdjel
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szerepelt, az X és az Y. Ezzel sikbeli feladatokat tudtunk targyalni. Térbeli fliggvények esetén

meg kell engedni a Z betl(ijelet, id6beli valtozas vizsgalatdhoz még (mondjuk) a T-t is. Eddig

legfeljebb harom betdjelbdl allt egy azonositd, de sziikség szerint tobb (persze véges szamu)

betl is haszndlhatdé. Az egy azonositéhoz hasznalt betlijelek szamat ,rendlségnek” is

mondhatjuk. Aldbb az integer fliggvényeket elSallité algoritmus ,,2 dimenzids harmadrendd”

alakja, tovabba egy ezen alapuld egyetlen egyszerii programmal kidolgozott mintapéldak

sorozata lathatd. Az algoritmus leirdasa még annyiban is specialis, hogy csak monoton nem

csokkend flggvényszakaszokra vonatkozik (az i és a j minden |épésben novekszik). Azt, hogy
e tekintetben is lehetséges az altalanositds, a mintapélddk is mutatjak. (Ezen dltalanositds
alapelve az, hogy az 0Osszeadd/kivond miiveletek elGjeleit az elsérend(i regiszterek

el6jeleihez kell igazitani, de az altalanositdsok részletes targyaldsa meghaladja a jelen rovid

bemutatd kereteit.)

If R<0Then
XX = XX+ XXX XY = XY + XYX: YX =YX +YXX:YY=YY+YYX
X=X+XX: Y=Y +YX

XX =X+ XXY: XY =XY + XYY: YX=YX+YXY:YY =YY +YYY

R=R+X
i=1i+1(istep)
Else
X=X+ XY: Y=Y +YY
J=]+1( step)
End If.
ALGEBRAI FUGGVENYEK (és inverzeik)
EGYEMES {2, 1
i= 20 j= 20 R= 0 k= 2000
¥ 32 Y 7
XX O X¥ 0 ¥YX ©O Y 0O o= ud
XX D XX¥Y O XYX 0 XYY 0O L=t
¥YXX O ¥YXY O YK O Yy¥ 0 i
Wizszintes tengelyd PARABOLA X, v}
i= 0 j= 10 R= 400 k= 2000
X 140 Y 700 ~—
¥ 0 X 0 YK 0 v 11 )
XK O XXY O X¥X 0 X¥¥ 0 1=
YEX 0 YXY O YYX 0 ¥YrY 0 =5t
KOR PUX, VWL ha |XK|=| VY], de KK =Y.
i= 30 j= 75 R= -35 k= 2000 FErE
X 7 Y O I.'/ \
X -1 X 0 ¥YX 0 ¥y 1 { |
XXX 0 XXY O XyX 0 Xyv¥ 0 \ /
YEX 0 YXY O YYX 0 ¥YYY 0 N —_--/
ELLIPSZIS koordinata iranyl fitengelyekkel XX, v}
i= 30 j= 75 R= 100 k= 2000 H
X 280 ¥ O LEETY
XX & XY 0 ¥YX ©O Y 4 |
XWX O XXKY O XY O XY 0 N/
YEX 0 YXY O YYX 0 YrY 0
Altalanos helyzetd ELLIPSZIS [, Xy=x, Vil
i= 40 j= 80 R= 100 k= 1000] T
X 750 Y 120 /
X$ 12 XY -5 ¥YX 5 ¥¥ -25 4 /
XXX 0 XX¥Y O XYX 0 Xy¥ © S
YEX 0 YXY 0 YYX 0 ¥rY 0
HIPERBOLA fiX, vl ha szn[¥X] =s=n[VY)
i= 160 j= © R= 0 (k= 2000
¥ EDD Y 850 /
XX 3 X¥ 0 ¥YX 0O ¥Y¥ 10 \
XX 0 KXY O X¥X 0 X¥¥ 0 |
YEX 0 YXY O Y¥X 0 Y 0 -

TRANSZCENDENS FUGGVENYEK (és inverzeik)

EXFONENCIALIS 1, ¥}

= 0 = 0 R= -1 k= 2000

X 1 ¥ 501

XX 0O X 14 ¥Y< 0 W 0
KHX 0O XKY O X¥X 0 XW 0
VXX 0O ¥YKY 0 Y 0 YW o
TRIGONOMETRIKUS [, %] [SZINUSZ)

i= 0 = 50 R= 1300 1 2000

X 3960 ¥ 2960

XX 0O X¥ 0 YX 0 W o
XXX 0 XKY -1 X¥X 0 XW O
VXX 0O YXY 0 YK 0 YW o
TRIGONOMETRIKUS [, ] [ROSZINUSZ)

i 0 - 140 R- 500 1 2000

X 0 Y &0O

XX 200 X¥ O Y& 0 ¥ 0
XXX 0 XXY 3 XX 0 XW O
VXX O YEY 0 YK 0 YW 0
KETELGORBE, KOSZINUSZ hiperbolikusz [, Xxv]

i= 46 j= 148 R= -1000 k= 2000

X 8500 Y 1500

XK 285 X¥ O Y& 0 v 0
XN 0 XKY 1 XYX 0 XW 0
YXX 0O YXY 0 YK 0 YW o
"SPIRALIS" JXX, XY, YK, 1]

i= 40 j= 80 R= 100 k- 1000

X 750 Y 120

XK 12 X 5 YK 3 W -25
XN 0O XXY 0 XYk 0 Xw 0
YXX 0O YXY 0 Y¥X 0 YW o
"HURGK" XX, Yril

i= 102 = 0 R= -111 k= 2000

X 11020 Y 1000

XX 300 X¥ O Y& 0 ¥ 0
KHX 0O XKY O X¥X 0 XW 0
VXK 0O ¥YKY 0 YK 2 YW 0
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Az integer fliggvényekkel foglalkozva ugy tinik, hogy a bemutatott tipusjelek az integer
fliggvények véges sokasdganak egy jol attekinthet6 és teljes rendszerezését adjak, ami a
digitdlis megkozelités igen nagy pozitivuma. llyen rendszerezés a valds folytonos fliggvények
korében nem ismert, ezek 6sszessége azonban nyilvdn min&ségileg gazdagabb is, mint az
integer fliggvényeké. A toréspont, csucspont esetei csak ,hirtelen” vdltozas formajaban
jelennek meg az integer fliggvényeknél, s ugyanigy a valds fliggvények korében értelmezhetd
sajatértékekkel kapcsolatos stabilitasvesztés, rezonancia stb. absztrakt formai is. Ez komoly
hidnyossagnak tlinhet, de példaul sok miszaki feladatndl amugy is vizsgaljuk a posztkritikus
allapotot is, és a megfelel6 kritikus értékeket atlépve a ,baj”, ha nem is (mérnoki szemmel
amugy is nehezen értelmezhets) ,egyetlen pillanat alatt bekovetkez6 teljes
katasztrofaként”, de ,kedvezétlen hirtelen mennyiségi valtozdsként” az integer fliggvények
haszndlata estén is megmutatkozik (hasonléan a kisérletileg megfigyelhet6 valdsagos
jelenségekhez).

Az integer fliggvények és a folytonos fliggvények rendszerei kozott sok mas elvi eltérés is
feltlinhet. Az integer fliggvényeknél a két vdltozd, az i és a j szerepe teljesen szimmetrikus,
nincs flggetlen és fliggd valtozod, csak két azonos szerepl valtozé kozotti 6sszefliggés van. Ha
egy adott i, —hoz tartozd j, —t kivanjuk meghatarozni, a kezd6ponttdl kell elinditani a gene-
rald algoritmust és az i = i, —nal kell ledllitani. Pontosan ugyanigy megy a szamitas akkor is, ha
j az adott, csak a ledllitds feltétele nem az j—re, hanem a j—re vonatkozik. Ezt a valds
figgvényeknél haszndlatos terminolégiaval udgy is mondhatjuk, hogy minden integer
fuggvény egyben dnmaganak az inverze is. igy az §XX, Y} nem csak az y=a.x’+b.x+c valds

—b++/b2-4a(c-y)
2a

figgvénynek, hanem ugyanugy az x = inverz valds fliggvénynek is integer

megfelelGje.

Ezek utan magatdl értet6d6, hogy példaul a valds 6todfokd polinomok integer valtozatait
jelenté [XXXXX, Y] tipusu integer fliggvények gyokeit ugyanolyan egyszerd moddon és
ugyanolyan értelemben garantdlt pontossaggal szamithatjuk ki, mint barmely j-hez tartozé i
értéket. Ez talan (kissé fellletesen gondolkodva) akar meglep6nek is tlinhet, hiszen
emlékezhetlink olyasmire, hogy az ,o6todfokd polinomok gybkei altaldnossagban nem
szamithatok ki”. Természetesen az 1824-ben kozzétett Abel-Ruffini tétel, amibdl kovetkezik,
hogy a négy alapmdivelet és az n-edik gybkvonds segitségével nem lehet dltaldnos megoldd
képletet adni az otodfoku egyenletek gyokeinek szamitasdra, a ,digitalis korszakban” is
érvényben marad. Ehhez azonban, a maga kordban magatdl értetendéen, még az is hozza
volt értendd, hogy valds szamokkal végzett mliveletekrél van szé, s a gyokok maguk is valds
szamok, nem pedig olyan egész szamok, amelyek valds szamok intervallumaival allithaték
parhuzamba. Az integer fliggvények rendszere tehat nem jelent ellentmondast, inkdbb
kedvezs, hogy a véges integer fliggvények széles (mondhatni teljes) kérét egységes mddon
kezeli. Ennek megfeleléen az integer flggvények korében nem beszélink elemi
fliggvényekrél sem, igy az a kérdés is értelmezhetetlen, hogy valamely fliggvény el8allithaté-
e ,zart alakban”, s persze kozelits eljardsok (pl. sorfejtés) alkalmazasa sem jon szdba.
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Erdemes még megemliteni, hogy valamely adott generalé algoritmus egy bizonyos integer
fliggvényt general, de ugyanazt az integer fliggvényt t6bb kiilébnbéz6 generdld algoritmussal
is el6 lehet allitani, pl. egy £X, Y] egyenesnél valamely adott Xo, Yo kezd6értékek és azok
tetsz6leges egész szammal vald c.Xq, c.Yy felszorzottjai ugyanazt az integer fliggvényt
generdljdk, de sok mas, kevésbé trividlis eset is létezik. Az ilyen ,egyenértékld” generdld
algoritmusok tanulmanyozdsa az integer fliggvények rendszerének mind teljesebb
kibontakoztatdsa soran igencsak hasznos lehet.

11) Hogyan mikodnek az integer fliggvények?

A valés matematikai analizis alapfeladatai kozé tartozik a fliggvények érintGinek, gorbileti
viszonyainak vizsgalata, jellegzetes pontjainak (szélséérték, inflexid) megkeresése. E felada-
tok megolddasa kozill tébb is szinte magatol adddik az integer fliggvények korében. Az X és az
Y munkaregiszterek mindenkori értéke megadja a diszkrét gorbe helyi normalisat, az XX és az
YY alapjan pedig, azokat a normadlissal egybevetve, a helyi gorbileti sugar is kiadddik. A
szélsGértékre az X vagy az Y elGjelvaltasa jellemz6, az inflexids pontokndl pedig az XX, illetve
az YY tekintetében kovetkezik be elGjelvaltds. Gorbilt felliletek szemléletes, arnyalt
abrazoldsanal példaul igen kényelmes, hogy a folytonosak elgondolt felliletet tartalmazo
szomszédos ,egységkockak”, voxelek egész szdmhdrmasainak az integer fliggvényalgoritmus
3D-s valtozataval vald generaldsakor az X, Y és Z els6rendd munkaregiszterek egyszersmind a
helyes arnyalas alapjaul szolgdlé feliileti normalisokat is megadjdk:

ok of ot

Az integer fliggvényeket generaldsanal szerepl6 regiszterek tehat gyakran hasznadlt, fontos
geometriai jellemz6kkel hozhatdk 6sszefliggésbe.

A jelen rovid ismertetd els6 szakaszaiban fizikai jelenségekhez (nevezetesen az egyenes
vonalu egyenletes mozgashoz, a szabad eséshez és a harmonikus rezgéshez) kapcsolddva
vezettlik be az integer flggvények fogalmat. Ez egyben azt is mutatja, hogy az integer
figgvényeket generaléd Osszetett feltételes utasitds valtozoéi, regiszterei fizikai jelenségek
leirasanal is jol felhasznalhatdk, példdinkban X a sebességet, XX a gyorsulast, XXY a rugalmas
ellenerének a gyorsuldst modositd hatdsat fejezte ki.

Mindezeket a feladatokat a valds matematikai analizis keretében a differencidlhanyadosok
illetve a derivalt figgvények alkalmazdasaval kezeljiik. Ezekkel szoros parhuzamba allithaté
diszkrét strukturak a digitalis szemlélet keretében is kialakithaték, de lehet, hogy ezek
targyaldsa nem is okvetlenil tartozik egy ilyen révid bemutatéhoz, hiszen az integer
fliggvények rendszerének hatékonysaga talan mar az eddigiekbdl is érzékelhetd. A kovetkez6
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négy szakaszban (a még kitartd olvasdkra gondolva) mégis érintjiik ezt a problémakort, mivel
ebbdl a diszkrét és a folytonos megkozelitések viszonydra vonatkozdan alapvetd elvi
kovetkeztetések adddnak.

12) Integer fuggvények kilonbségi mezéje.

A differencidlhdnyados, azaz a differencidk hanyadosanak hatarértéke két okbdl is kivil esik
a diszkrét digitalis vildag gondolatkorén. Egyrészt mar a differencidk hdnyadosa is csak a 3.
szakaszban mutatott valtakozd kivonogatds, a klasszikus gorog ,,anthyphairesis” formajaban
kezelhet6 az egész szamok korében, a hatdrérték fogalma pedig eleve értelmezhetetlen. Az
angol nyelv(i szakirodalomban valamiféle ,digitization of calculus”-nak vagy ,discrete
calculus”-nak nevezett rendszer létrehozasara iranyuld torekvéseknél egyszerlen véges
differenciakkal proébalnak dolgozni, eléggé szegényes eredménnyel. Az integer
figgvényeknek a széban forgd, és a gyakorlatban hatékonynak mutatkozd diszkrét
rendszerében az integer fliggvények kilonbségi mez6je s az erre illeszkedé diszkrét
derivaltak toltenek be a valds fliggvények differencidlhdnyadosaval, derivalt fliggvényével
szoros parhuzamba allithatd szerepet.

A kulonbségi mez6 targyaldsahoz tekintsik az integer fliggvény azon elemeit, amelyekre i
|épéssel Iéplink s nevezziik ezeket ,i-karakterisztikus” elemeknek. (Természetesen a két
valtozé teljes szimmetridja miatt a j karakterisztikus elemekkel is ugyanigy dolgozhatunk.)
Az integer flggvények monoton szakaszain minden széba jové i oszlopban van egy i
karakterisztikus elem, legyen j ennek masik koordindtaja. Egy i oszlopban természetesen
tobb elem is lehet, kilénb6z6 j koordinatdkkal, azonban a jelen részben csak a
karakterisztikus elemekkel foglalkozunk, igy ennek allandd hangsulyozasat a kénnyedebb
fogalmazas és jel6lés érdekében mell6zzik. Tekintsiink két ilyen karakterisztikus elemet,
lik, ji)-t és [ir, jr)-t, és képezziik ezek ,kiildnbségi szamparjat” [(iv — ix), (i —Jji)] . Allitsuk
el6 az adott véges integer fliggvény esetében értelmezheté valamennyi ilyen (k’>k)
szampart. Ezek az adott integer fliggvény teljes kilonbségi mezGjét alkotjak.

A kilonbségi mez6t alkoté kilonbségi szamparokat osszuk kilonbségi osztalyokba,
nevezetesen az [(ix - i), (jx - ji)] kllOnbségi szdmpar tartozzék a d differencia osztdlyba, ha
(i - ix) = d, és jeloljik az ehhez tartozd j koordinatak kilonbségét (ji - ji) = 4k —val. Az adott
véges integer flggvény esetén értelmezhetd g karakterisztikus aritmetikai kilonbségek
Osszessége helyrél-helyre, egyértelmlien és maradéktalanul leirja a j és i lépéseknek az
egymashoz viszonyitott relativ gyakorisagat, azaz az integer fliggvény valtozasanak menetét,
s ennyiben szerepe a valds fliggvények derivaltjdéval rokonithatd. A derivadlt azonban maga is
valds fuggvény, mig a gi—k kilonallé egész szamok, s annak érdekében, hogy megfelel6
integer flggvényeket tudjuk hozzajuk illeszteni, még egy tovdbbi meggondolds sziikséges.
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13) Finomithato kiilonbségek.

A kilonb6z6 részletezettségl 6sszeill§ integer fliggvények targyaldsanal (8. rész) szé volt egy
[i, ji/ dltalanos elem( kevésbé részletes, és egy /Iy, Jx/ altalanos elem( részletesebb integer
figgvényr6l. Ezek Osszeill6 elemeinek j ill. J koordindtaira vonatkozdéan fenndll az
m. jx <=Jx< m.(jx+1) egyenlGtlenség, ahol is m a részletezettség mértéke. Képezziik ezek gy
ill. pJ¢ karakterisztikus aritmetikai kiilonbségeit. (Természetesen a d és D differencia
osztalyok is Osszeill6k kell, hogy legyenek, most azonban csak a j ill. J koordinatakat
vizsgaljuk.) A kevésbé részletes fliggvény esetén csak a gjx = (jx - ji) aritmetikai kiilonbségraél
beszélhetiink. A finomabb esetben azonban az m. jy <=Jx < m.(jx + 1) egyenlStlenségnek
megfelel§ barmelyik Ji, és az m. ji <= Ji» < m.(ji+1) egyenlbtlenségnek megfelel6 barmelyik J,
szerepelhet a plk = (Jx - Jx) kiilonbség képzésében. igy a finomitott esetben akkor kapjuk a
legkisebb kilonbséget, ha a kisebbitendd lehetséges legkisebb értékébdl a kivonandd
lehetséges legnagyobb értékét vonjuk ki, a legnagyobb pedig az alsé és felsé hatarok
felcserélésével adoédik:
m. je—m.(jx+1)=m. ji—m. jx—m <=ple<=m. (ji - jx+1) -1.
A kevésbé finom integer fliggvény esetén képezhetd gk = (jv - ji) aritmetikai kiilonbség
viszont csak az
m. (ji = jk) <= pJk <=m. (jx —jx+1) - 1
egyenl6tlenségnek megfelel6 pJx szamértékeket tartalmazza. Az egyszer( aritmetikai
kilonbségképzés esetén tehat nem valdsul meg, hogy a kevésbé finom és a finomabb
Osszetartozd elemek aritmetikai kilonbségei is ugyanabban az értelemben 0Osszetartozdk
maradjanak. Ezért az integer flggvények vizsgdlatdahoz bevezetjiik a 4 ,finomithato
kiilonbségek” fogalmat:
Ak =k = Jx =l (iv = jxk=1), (i = jx)]-
A finomithaté kilonbség tehat két egymdst kovet6 egész szam: az aritmetikai kiilonbséget
megel§z6 egész szam, és maga az aritmetikai kiilonbség.

A finomithaté kilonbségek mibenlétét és jelent6ségét j6l megvildgitja, ha visszatekintlink a

g

8. szakaszban targyalt kiilonb6z6 részletességli dsszeilld

integer flggvényparra. A baloldali abra példaként ezen
Osszeill6 figgvénypar egy szakaszat mutatja. A kevéshé
részletes integer fliggvény két i karakterisztikus eleme
[ik=13, ji=2]és a [ix =15, ji =0] kett8s keretezéssel ki van
emelve. A részletesebb integer flggvény ezek altal
lefedett elemei kozil a két-két széls6: [ 130, 27] és
[137,20/, illetve /150, 7] és /157, 0]. A két kevéshé
részletes integer fliggvény esetén a karakterisztikus

100 150

aritmetikai kiilonbség
=2k = (i - Ji)= (0 - 2)=-2.
A finomabb esetben viszont a megfeleld pJi karakterisztikus aritmetikai kiilonbségek
(0-27)=-27 < pl¢ < (7-20)=-13
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kozé esnek. A 4 = -2 aritmetikai kiilonbség finomitottjai (Iévén a finomitas mértéke m=10)
20, -21, ... -29, mig a 4k =[ (—1), (- 2)] finomithato kulonbség finomitottjai -10, -11, ... -29. A
szokasos aritmetikai kiilonbség tehat nem fedi le a finomabb kiilonbségek teljes skaldjat, a
finomithato viszont igen.

A finomithatd kiilonbség képzésének megfelel6 kivondsi szabdly természetesen jol ismert a
valdés szamok intervallum-aritmetikajaban, mint a kilonbség szamitasanak az egységnyi
intervallumoknal érvényes specidlis esete. A jelen szakaszban mondottak csak annak
megmutatdsara szolgalnak, hogy az érvényesség nincs a valds szamok intervallumaihoz
kotve. Kilonboz6 véges finomsdglu integer fliggvények lehetéségének megengedése
elegendé e kivonasi szabaly érvényességéhez, a folytonossag, s a kontinuumnyi szamossagu
valds szamok feltételezés nem sziikséges. igy e szabaly az integer fliggvények vizsgalata
soran a folytonos matematikai analizist6l vald teljes logikai fliggetlenség sérelme nélkil
haszndlhato és haszndlandd.

14) Az integer fliggvények diszkrét derivaltjai.

A 12. szakaszban tdargyaltuk az integer fliggvények karakterisztikus gjx aritmetikai
kiilonbségeit, ezek Osszességét, a kilonbségi mezst, és ennek kiilonbségi osztalyokra vald
tagoldsat. Emlitettiik azt is, hogy a kilonbségi osztdlyokra osztott kilonbségi mezé6 teljes
képet ad az integer fliggvény i és j Iépéseinek egymashoz viszonyitott gyakorisdgardl, azaz a
figgvény valtozasdanak mikéntjérél a teljes integer flggvény mentén, és igy a valds
fliggvények derivaltjanak szerepéhez hasonlé feladatot tolthet be.

Haszndljuk most a g4 karakterisztikus aritmetikai kilonbségek 4k finomithaté valtozatat, a
[(gix —1), 4] két egymast kovetd egész szamot. Mindkét egész szammal és az integer
faggvény megfelelé [i, j«/ i karakterisztikus elemének akar az egyik, akar masik
koordinatdjaval képezhetiink egy-egy integer szampart:
[l (dk=1)] és [ie d /], illetve [(agk—1), jk] €s [dik Jic/-

Az elsé esetben azt mondhatjuk, hogy a i karakterisztikus finomithatd kiilonbségek az eredeti
fliggvény i valtozéjahoz vannak rendezve, a masik esetben pedig azt, hogy a j-hez. Mivel az
integer fluggvények rendszerében a két valtozd szerepe teljesen szimmetrikus, ugyanigy
beszélhetiink a /i karakterisztikus finomithaté kilonbségek i vagy j valtozéhoz vald
rendezésérol.

Azt az integer fliggvényt, amely az adott eredeti (persze véges) integer fliggvény A
differencia osztadlydban értelemmel bird minden j karakterisztikus eleméhez tartalmazza
sajat elemeként az /iy, (4xk —1)] és [ik 4k ] integer szampdrok kozll legaldabb az egyiket, az
adott differenciaosztalyl osztdlyderivaltnak tekintjiik. Az osztalyderivaltak 0Osszessége
integer fuggvények formajaban fejezi ki mindazt az informaciot, amely a szdéban forgd
integer flggvény menetére, valtozasanak mikéntjére vonatkozéan a kivonds mlvelete
segitségével nyerhetd, és ebben az értelemben a folytonos fliggvények derivalt fliggvényével
allithatdé parhuzamba. Mivel mind az i mind a j finomithaté karakterisztikus kilénbségek
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esetén két-két féle rendezési lehetGség van, az integer osztdlyderivaltakat négy megjelenési
alakban vizsgalhatjuk, igy van

D differencia osztalyu i karakterisztikus i-hez rendezett (roviden i/i ),

D differencia osztalyu i karakterisztikus j-hez rendezett (réviden i/j ),

D differencia osztalyu j karakterisztikus ji-hez rendezett (réviden j/i ) és

D differencia osztalyu j karakterisztikus j-hez rendezett (réviden j/j )
osztalyderivalt. Ezek osztalyonként kulon-kilon integer fliggvények, ha valamely alak
valamennyi osztadlyban azonos tipusu, akkor beszélhetiink altalaban a széban forgd integer
fliggvény adott alaku diszkrét derivaltjanak tipusardl.

15) Az integer koszinusz vizsgdlata derivaltjai segitségével.

Az integer flggvények derivaltjaik segitségével vald vizsgalatanak bemutatdsdra a tekintsik
az ismerGs példat (lasd 8. szakasz). A kovetkezd dbra a vizsgalni kivant integer koszinusz
fuggvény i karakterisztikus finomithaté kulonbségeinek és az ezekre illeszked6
osztalyderivaltjainak néhany példajat mutatja. A karakterisztikus kilénbségeket piros (i/i) ill.
z6ld (i/j) Ures egységnégyzetek, az osztalyderivalt integer flggvények elemeit pedig ezekbe
ill6 sotétkék tomor rombuszok jelolik:

100
i- KARAKTERISZTIKUS,
j-HEZ RENDEZETT (i/j)
3 OSZTALYDERIVALT
# < D=40 diff.josztaly
50 g
i- KARAKTERISZTIKUS,
i-HEZ RENDEZETT (i/i)
OSZTALYDERIVALTAK
0
1 D=10 diff. oszta
4 D=10 diff. osztaly
-50
-50 0 50 100 150

Tekintsuk el6szor is az (i/i) osztalyderivaltakat. A D=1 differenciaosztalyban a finomithaté
karakterisztikus kiilonbségek vagy /0,-1/, vagy pedig /-1,-2] értéklek, a j=-1 allandd integer
fliggvény tehat elsé differencia osztalyu osztalyderivalt. Ez a koszinusz fliggvény menetére
vonatkozéan minddssze annyi informaciét ad, hogy a D=1 (azaz szomszédos) i-karakterisz-
tikus kulonbségek kdzott nincs sem 0-nal nagyobb, sem -1-nél kisebb. Az persze ,ranézésre”
lathato, hogy a 4k = 0 értékek inkdbb a kisebb i-k esetén, a 4 = -1 értékek viszont inkdbb a
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nagyobb i-k esetén fordulnak gyakrabban elS, de éppen ennek szamszerl kifejezésére
alkalmasak a magasabb differencia osztdlyok. Mar a D=10 differenciaosztdly is valamivel
tobb informdciot mutat a meredekség alakuldsdara vonatkozdan, a D=40 differenciaosztdly
osztalyderivaltja pedig mar hatdrozottan emlékeztet az y=-sin(x) valds fliggvénynek, azaz az
y=cos(x) derivaltjdnak, egy szakaszara.

Az (i/j) osztalyderivaltak kozil csak az informacidban gazdag D=40 differenciaosztalyt tinteti
fel az dbra. Ha ebben egy ellipszisivet sejtiink, nem tévediink, hiszen ha a valés koszinusz
flggvény esetében kiszamitjuk a Ay = cos(x + Ax) - cos(x) értéket a szogek Osszegére
vonatkozo ismert képlet alapjan, akkor rogzitett Ax esetén a Ay és a cos(x) dsszefliggésére
egy valés masodrendd algebrai gorbét nyeriink. Ez egyrészt megnyugtathat a felél, hogy a
valds fliggvények és az integer figgvények egymastdl logikailag fliggetlen két vilaga kozott
ellentmondas e tekintetben sem jelentkezik, mdasrészt azonban azt is mutatja, hogy a talan
ofurcsa” (i/j) osztélyderivaltaknak a digitdlis szemléletben valé megjelenése nem is
felesleges. A diszkrét derivalt négy megjelenési alakja az integer fliggvények analizise soran
olyan tulajdonsagokra is ravilagithat, amelyekkel parhuzamos tulajdonsagok természetesen
a megfeleld valds fliggvényeknél is megvannak, a valés matematikai analizis eszkdztaraval is
kifejezhet6k, de a szokdsos, ,,tankdnyvi” anyag kevésbé hivja fel rajuk a figyelmet.

16) Hol helyezhet6 el az integer fliggvények rendszere a szak-
irodalomban?

A vildghdlon hozzaférhet6 szakirodalomban udjabban szamos helyen igény mutatkozik a
fliggvényeknek és a fliggvények vizsgdlatanak, analizisének a diszkrét matematika keretében
vald targyalasara:

— vezetl egyetemek rendszeresen hirdetnek ilyen jellegl tantargyakat,

— megjelent tobb ezzel (is) foglalkozé konyv,

— érdekes, hogy az MIT-n m(kdéd6 ,népszerd matematika” megnevezési
ismeretterjeszt6 beszélgetés-sorozatban is volt mar ennek a témdanak szentelt
Osszejovetel, s ennek soran az ,,egész szamokbdl all6 figgvény” fogalma is felmeriilt,
a valds fuggvény , kuzinjaként” aposztrofaltak.

Az integer fliggvények rendszere tehdat napjainkban jelentés érdeklédést kivaltd teriletet
érint. Az alapkovetelmények kozott gyakran hangsulyozzak a diszkrét analizis teljes logikai
figgetlenségét a ,hagyomdnyos” valds analizist6l, (illetve a tényleges szamszeri
eredményeket nyudjtani képes kozelitését6l, a numerikus analizist6l), amint ezt a jelen
bemutato is tette az integer fliggvények rendszere vonatkozdsaban.

A sikbeli analizis kiillonb6z6 megjelenéseinél szinte egyontetl a diszkrét targyalas kiindulasa:
— a(valds) fuggvény diszkrét valtozata az a4, a,, ... ay, ... a, sorozat,
— aderivalt diszkrét valtozata a 4day, Aa,, ... Aay, ... Aa,.;sorozat, ahol is Aag = age1 — 0k .
(Idézve a University of Pennsylvania neten hozzaférhet6 analizis jegyzete alapjan.)
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Ehhez képest az integer fliggvények bemutatott rendszere tdbb tekintetben is alapvet6
eltérést mutat:

— Az integer flggvény - mint lattuk - /iy, ji/, (k=0, 1, ... I) szomszédos integer szdmparok
véges sorozata. Ebben a két valtozo, az i, és a ji teljesen azonos szerepet jatszik.
Természetesen, ha fliggvényrél beszéliink, kell lenni (legalabb) két valtozénak, amelyek
Osszefliggését vizsgdjuk. Két vdltozdé az a;, a, ... ax .. a, sorozatnal is megjelenik,
nevezetesen az egyik maga az ay, értéke, ami barmely egész szdm lehet, a masik pedig a k
index, ami minden esetben szigordan kototten, az egymas utdni 1, 2, 3, ... értékeket veszi
fel. A sorozatokndl tehat a két valtozd szerepe nem szimmetrikus, ezt a kritikdt abban a
formaban is olvastam, hogy ha sorozatot hasznalunk fliggvény leirdsara, akkor ez egyik
valtozé dhatatlanul ,hamupipb&ke szerepbe” kényszerdil.

— Még fontosabbak azok az eltérések, amelyek a kilonbségek vizsgalata tekintetében
mutatkoznak. El&szor is a integer fliggvények rendszere, mint a 12. szakaszban
targyaltuk, a teljes kilonbségi mez6vel dolgozik, mig az irodalomban haszndlt
Aag = a1 — ax kilonbségek ennek csak az elsé, azaz a D = 1 differenciaosztalyanak
felelnek meg. Azt, hogy a D = 1 differenciaosztaly 6nmagdaban a fliggvény valtozdsanak a
menetérél milyen kevés informdaciét nyujt, a 15. szakasz abraja, illetve a hozza flizott
magyarazat mutatja. Viszont (mint a 12. szakaszban emlitettiik) a differenciaosztalyokra
osztott teljes kilonbségi mez6 maradéktalanul leirja a j és i Iépéseknek az egymdshoz
viszonyitott relativ gyakorisagat, azaz az integer fliggvény vdltozasanak menetét.

— Alapvet6 fontossagu eltérés még az is, hogy a ,,szokdsos”, ,aritmetikai” kiilonbség helyett
az integer fuggvények vizsgalatanal mindig ,finomithatd” kiilonbséget haszndlunk (lasd
13. szakasz), azaz két egymdst kovetd egész szamot, nevezetesen az aritmetikai
kiilonbséget megel6z6 egész szamot, és magat az aritmetikai kiilonbséget egyittesen
tekintiink kiilonbségnek az ellentmondasmentes finomithatdsag érdekében. A diszkrét
derivdltaknak, amelyek integer fliggvények formajdban fejezik ki a valtozas menetét,
elegend6 e két egész szam egyikére illeszkedni, s ez teszi lehetévé, hogy a valtozas
menetének torvényszerliségét jol szemléltet§ integer derivaltak jelenjenek meg.
Tekintslink vissza még egyszer a 12 szakasz abrajanak osztalyderivaltjaira: lathatjuk, hogy
a torvényszer(iséget jol kifejez6 integer derivaltak a finomithaté kiilonbségeknek hol a
kisebbik, hol a nagyobbik, hol pedig mindkét integerére illeszkednek.

Az integer fliggvények rendszere és a hozzaférhet6 szakirodalom fenti vazlatos
egybevetésének lezarasaként megemlithet6, hogy az integer fliggvények generaldsara
bemutatott, kizarélag az 6sszeadds/kivonds szamitdsi miveleteit hasznald, vilagos rendszert
alkotd integer fliggvényalgoritmusok szerkezetének el6zményeit csak a jelen ismertetd
szerzGjének korabbi publikacidiban lehetett taldlni. Ezeknek a gyokerei részben a fél
évszazaddal ezel6tti, kézzel tekerheté mechanikus szamoldgépekkel végzett szamitasok
tapasztalataiban (pl. gyokvonasi ,triikkjeiben”), részben pedig a szamitdgépes grafika kezdeti
,Scan conversion” algoritmusainak az altalanositasaban keresheték.
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17) Mi lehet az integer fliggvények bemutatott rendszerének
szerepe a tovabbiakban?

= Az integer fliggvények rendszerének kialakuldasdhoz vezeté vizsgalatok a
szamitdgépes grafika teriletérdl indultak ki. A hasznositas els6 1épésében a meglévé,
kiprébalt program-rendszereket forgalomképes formdba lehetne hozni, akar példaul
szabadon formalt gorbék/fellleteket tervezését tamogaté CAD program-
rendszerekként, de akdr okos telefon AP-ok is széba johetnek. Ezekben
megmutatkoznak az Ujszerd elvi alapok (pl. nincs trianguldcié a gorbilt feliiletek
kezelésénél, kozelit§ szamitds a metszésgorbéknél, pontosan hozzdilleszthet6 a
szamitas a hardver adottsagokhoz, optimalisan kihaszndlva azokat), igy terjesztésiik
egyben az Gjszer( elvi alapokra is felhivna a széles kord felhasznaldi tabor figyelmét.

= Mint lattuk, az integer fliggvények rendszere a biztonsdgos, garantdlt pontossagu
szamitdsokat is Ujszerld modon tdmogatja. Lehetne példaul egy garantalt pontossagu
miveleteket megvaldsité Excel Add-In-t késziteni, és/vagy ki lehetne dolgozni a
Microsoft Developer Network ,intsafe” programjainak 0j, hatékony valtozatait.
Mindehhez is vannak mar bizonyos, a jelen rovid Osszedllitdsban nem kifejtett
kutatdsi eredmények.

= Ha a téma irdnt érdekl6dés nyilvdanul meg, szdba johet az integer flggvények
rendszerét kozvetlenil kiszolgald hardver megolddsok kidolgozasa és bevezetése. Az
alapalgoritmus hatékony futtatdsdhoz mar régebben kozlésre kerilt egy parallel
processzaldsi lehet6ség elvi vazlata, és a biztonsdgos, garantdlt pontossagu
szamitasok ,intsafe” mdveletei is (a lebeg6pontosokhoz hasonléan) elvileg
beépithet6k a processzorok mikro-architekturajaba.

= Elvi jelent6ségl lehetne, ha az integer fliggvények rendszerének felhasznaldsaval,
tovabbfejlesztésével, elterjedésével egyre csdkkenne a lebegbpontos aritmetika
szerepe a szamitogépes gyakorlatban, korrigdlva ,egy kétes iranyba tett |épést”
(Neumann J.) a szamitogép-tudomany torténetében, ezzel kihtdzva ,a tiiskét a
szamitégép-tudomany kérme aldl” (W. Kahan).

= Esvégezetill, persze a legnagyobb &ltaldnos jelent8sége a jelen ismertet6 cimében is
feltett kérdésnek van: létrejon-e (akar az integer fliggvények rendszerét is figyelembe
véve, akdr mas maodon) egy, a hagyomanyos matematikai analizis évszdzadok alatt
kialakult csodalatos gondolati épiiletével 6sszemérheté diszciplina az egész szamok
digitdlis vildgaban? Es ez bekeriilhet-e az Erdds Pal altal feltételezett, az ,igazi”
matematikai megfogalmazasokat gy(ijt6 KONYVbe ...? Taldn igen, hiszen mdr a jelen
szerény ismertet6ben is felmeril a két- és tobbdimenzids integer fliggvények atfogé,
egységes szempontU rendszerezésének lehetGsége, amely szinte a helyiértékes
szamabrazolds megjelenésére emlékeztet a sok esetlegességet tartalmazé kordabbi,
pl. alfabetikus szamirdsi médszerekkel szemben.
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