PETER ROZSA EMLEKERE

RUZSA IMRE ES URBAN JANOS

En nemcsak azért szeretem a matemati-
kat, mert alkalmazni lehet a technikaban,
hanem féleg azért, mert szép. Mert jaté-
kos kedvét is belevitte az ember és a leg-
nagyobb jatékra is képes: megfoghatova
tudja tenni a végtelent.”

Péter Rozsa
(A ,Jaték a végtelennel” elGszavabol.)

1977. februar 17-én, hetvenkettedik sziiletésnapjan, elhunyt Péter Rézsa pro-
fesszor, a rekurziv fliggvények elméletének nemzetkozileg elismert kivald tuddsa,
a magyar matematikatanitas korszer(isitésének faradhatatlan harcosa, Tarsulatunk-
nak tiszteletbeli elndke és élete vegelg aktiv tagja.

Eletttjat az emberek és a szépség szeretetének axiémaja hatarozta meg. A szép-
ség szeretete Oltott testet matematikai munkéassagaban, melynek maradandé emlékei
dolgozatai és monografidi. Az emberek és a szépség szeretete késztette arra, hogy
a matematika szépségeib6l minél tobbet tegyen hozzaférhet6vé az emberek minél
szélesebb kore szaimara. [gy életaxidmajabdl sziikségszeriien kiovetkezik harca a ma-
tematika megszerettetéséért, terjesztéséért, tanitdsanak korszer(isitéséért. E mun-
kajat irott miivek €és a matematikatanitds megijhodasiban elért eredményeink
orokitik meg. De ugyancsak életaxidomajabdl kovetkezett masok munkéjanak segi-
tése, a kezddk felkarolasa, a tehetségek kibontakozasanak istapolasa; ezt a tevékeny-
ségét tobbnyire csak azok ismerik, akik tAmogatasat élvezték; ennek dokumentumai
az emberek szivében élnek tovabb.

Eletutja

Péter Rozsa 1905. februar 17-én sziiletett Budapesten. Itt végezte elemi iskolai
¢s gimnaziumi tanulmanyait is. 1922-ben érettségizett a Maria Terézia leAnygimna-
ziumban. Mar 15 éves koratdl kezdve korrepetélé.ssal jérul hozza csaladja anyagi
helyzetének segitéséhez. Bar édesapja tligyvéd volt, megls 6 inditotta el a természet-
tudomanyos gondolkodas ttjan. Erettsegl utan, apja kivansaganak megfeleléen,
a budapesti tudomanyegyetem vegyész szakara iratkozott be. Sajat bevallasa szerint
legszivesebben matematika—magyar szakparositast valasztott volna, ha ilyen lett
volna. Ez az 6nvallomas fontos kulcs Péter Rozsa vilagszemléletének megértéséhez.

Egyetemi évei soran csakhamar minden érdekl3dését a matematika vette igénybe.
Ebben nyilvan jelentds szerepet jatszott az, hogy olyan kivalo professzoroktol
tanulhatott, mint Fejér Lipdt és Kiirschak Jézsef. De életutjara tanarainal is nagyobb
hatéssal volt egyik évfolyamtarsa, Kalmar Laszlo.

Matematikai kutatémunkaja a szamelmélet teriiletén kezdddott. Még egyetemi
éveihez kapcsolédnak elsé eredményei a paratlan tokéletes szamokrol.r A hozza-

1 Tokéletes szamoknak mondjuk azokat a pozitiv egész szamokat, amelyek valodi osztdéinak
Osszege magat a szamot adja; pl. 28=1+2+4+4 7+ 14. Pdratlan tokéletes szamra nem ismeriink
peldat, a sejtés az, hogy ilyenek nincsenek. Péter Rozsa egyik eredménye szerint, ha lennének is
paratlan tokéletes szamok, adott k pozitiv.égészhez csak véges sok olyan lehetne, melynek k kiilon-
b6z6 primosztdja van. VO.: Erdés Pal—Suranyi Janos, Vilogatott fejezetek a szdmelméletbdl,
Tankonyvkiado, Budapest, 1960, 211—214.
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férhetd informaciok alapjan eredményei Gjaknak tiintek, de késébb értesiilt arrdl,
hogy egy résziiket mar mas szerzék folfedezték és publikaltak. Ez a tény atmenetileg
megtdrte Péter Rozsa érdeklédését a matematika irant. Elzarkozott eredményeinek
publikalasatdl (annak ellenére, hogy ezek tartalomban és a bizonyitds mddjaban
szamos 0j vonast foglaltak magukban a mar publikalt eredményekhez viszonyitva),
s6t, Gigy hatarozott, hogy nem foglalkozik t6bbé matematikai problémakkal. Mint
Kalmar Laszl6 elbeszélésébdl tudjuk, ebben az id6szakban matematikai koltemények
irasaval kezdett foglalkozni, s ebben is igen tehetségesnek mutatkozott.

1927-ben, egyetemi tanulmanyait befejezve, matematika —fizika szakos ko6zép-
iskolai tanari oklevelet nyer. Két évi allastalansag (és néhany havi beteghelyettesitd
tanari munka) utan ideiglenes polgari iskolai tanéri allast kap a févarosnal. Ezzel
veszi kezdetét élete végéig tarté pedagdgusi palyafutdsa, melynek részletes mélta-
tasara visszatériink.

Kalmar LAaszlé faradhatatlan erdfeszitései sikeresen feltjitottak Péter Rodzsa
érdeklddését a matematika irdnt. Kedvezé mozzanat volt e szempontbdl egy mate-
matikatdrténeti esemény is. Ezekben az években bontakoztak ki erdteljesen a mate-
matika alapjaival kapcsolatos kutatasok, a David Hilbert kezdeményezte bizonyitds-
elmélet vagy metamatematika keretében. E kutatdsok csicsteljesitményét kétség-
érintd, varatlan eredményeket tartalmazé munkdja alkotja. Az emlitett témakorben
s Godel eredményeiben is jelentGs szerephez jutott a szamelméleti fliggvények csa-
ladjanak egy specialis része, az On. rekurziv fiiggvények osztilya. Kalmar Laszlo
hatasara Péter Roézsa figyelme a rekurziv fliggvények felé fordult. Ez a témakor
végigkisérte egész kutatd matematikusi palyafutasat. (Ennek részletes méltatasara
ugyancsak visszatériink.) Specialis szakteriilete a rekurziv fiiggvények elmélete lett.
Az 1932. évi ziirichi nemzetkdzi matematikai kongresszuson szdmolt be el6szor
idevagd kutatasi eredményeirdl, s a kovetkezd években publikalta részletesen (tobb-
nyire kiilféldi matematikai folyoiratokban) egyre gyarapodd eredményeit. E téma-
korbdl irta doktori értekezését is, melyet summa cum laude minGsitéssel védett meg
1935-ben. A harmincas évek masodik felében mar mint a rekurziv fiiggvények elmé-
letének egyik nemzetkozileg elismert specialistajat tartja szamon a matematikus koz-
vélemény. E tényt jelzi az is, hogy az 1937-ben alapitott tekintélyes amerikai szak-
folydirat, a ,,The Journal of Symbolic Logic”, szerkesztébizottsagi tagnak kérte fol.
Szerkeszt6i munkéjat még a masodik vilaghabort alatt is folytatta (svajci kozve-
titéssel).

Ez a nemzetk6zi megbecsiilés azonban semmilyen kedvez6 hatéssal nem volt
Péter Rdzsa hazai helyzetére. 1939-ben a fasiszta torvények ideiglenes tanéri allasatol
is megfosztottak. A haborus esztend6k stlyos megprébaltatast jelentettek szamara,
de munkakedvét nem torték meg. Ezekben az években irta vilaghiriivé valt népszerii-
sité konyvét ,,Jaték a végtelennel” cimen. A konyvet 1943-ban kinyomtattdk, de
forgalomba hozatalat a fasiszta torvények megakadalyoztak. A raktaron maradt
készlet nagy része a bombazasok soran megsemmistilt, a megmaradt példanyokkal
1945-ben, az elsé szabad konyvnapokon taldlkozhatott a k6zonség. A konyv azota
4 Wjabb magyar és 14 kiilfoldi kiadast ért meg. (Lasd [I] alatt. A szdgletes zardjelek
kozé irt szamok Péter Rézsa munkainak a cikk végén talalhaté jegyzékére utalnak.)

A felszabadulas utan kapott végre Péter Rézsa kozépiskolai tanari kinevezést.
A pedagoégiai féiskolak megszervezésekor a budapesti féiskola tandra, majd a mate-
matikai tanszék létrehivasakor annak vezetdje lett. 1950-ben elnyeri a budapesti
tudomanyegyetemen a magantanari cimet a matematika alapjai targykorbdl. A buda-
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pesti pedagdgiai fOiskola megsziintekor (1955-ben) az E6tvos Lordnd Tudomany-
egyetem professzora lett. Itt tanitott nyugalomba vonulasaig, 1975-ig.

1951-ben jelent meg (német nyelven) a rekurziv fliggvényekrdl sz6lé monog-
rafidja, amely magaban foglalja addigi kutatasi eredményeit. E konyvéért €s addigi
munkéassagaért 1951-ben Kossuth-dijjal tiintették ki. 1952-ben elnyeri a matematikai
tudomanyok doktora akadémiai fokozatot. Matematikai ismeretterjeszté munkassa-
gaért 1953-ban a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a Beke Mané emlékdijjal jutal-
mazza. Ugyanebben az évben felkérték az akkor indulé NDK-beli szakfolyodirat, a
,,Zeitschrift fiir mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik” szer-
kesztGbizottsagi tagjaul.

A rekurziv fliggvények elmélete kezdetben kizardlag a bizonyitaselméleti kuta-
tasok segédeszkozeként funkcionalt. Alighanem Péter Rdzsa volt az elsd, aki 6nallo,
,onmagukban vett” tanulmanyozasukat elkezdte. Talan ez az Osforrastdl vald el-
szakitas is szerepet jatszhatott abban, hogy felfedezte a rekurziv fiiggvény fogalma-
nak 4ltaldnositasi lehet8ségét, tovabba a matematika més agaiban valé alkalmazas
néhany lehet6ségét is. 1960 koriil kidertlt, hogy a rekurziv fiiggvények gyakorlati
(nem tiszta matematikai) alkalmazasaira is széles lehet3ségek vannak, jelesen a prog-
ramvezérlésii elektronikus szamoldgépekkel kapcsolatban, a matematikai nyelvészet-
ben és masutt.

Péter Rézsat sajat, belsd indittatést kutatasai szinte automatikusan vezették el
a gyakorlati jelent8ségli témakhoz. 1961 ota megjelent tanulmanyainak tulnyomo
része a rekurziv fiiggvények elméletének specialis alkalmazasi problémaihoz kap-
csolédik. 1976-ban (német nyelven) megjelent monografidja 6sszefoglalja idevago
eredményeit: a rekurziv fliggvények szdmitogépes programozasban valé alkalma-
zasanak elméleti problémait.

Péter Rozsa matematikai, pedagogiai ¢és tudomanyos-kozéleti munkéssagat
szocialista allamunk nagyra értékelte. Az elismerés jeleként kapta a Munka Erdemrend
arany fokozatat (1967), az Allami Dij I. fokozatat (1970), és a Magyar Népkoztar-
sasag Zaszlérendje masodik fokozatat (1975). 1973-ban a Magyar Tudoméanyos
Akadémia levelez tagjava valasztotta. 1974-ben a Miiszaki és Természettudomanyi
Egyesiiletek Szovetsége dijaval tiintették ki. Halalaig tiszteletbeli elndke volt a Bolyai
Janos Matematikai Tarsulatnak.

1975-ben vonult nyugalomba. Elete hétralevd két esztendejét csaknem teljesen
a matematikatanitas reformja tigyének szentelte. Elhatalmasodd betegsége ellenére,
életének csaknem utolsé napjaiig dolgozott. Hosszi betegség utan, 1977. februar
17-én hunyt el.

A kutaté matematikus

Péter Rozsa f6 kutatasi teriilete — mint jeleztiik — a rekurziv fliggvények elmé-
lete volt. A rekurziv fliggvények a természetes szamok halmazan értelmezett, ter-
mészetes szam értékeket folvevd, un. szdmelméleti fliggvények speciélis részosztalyat
alkotjak. (A természetes szdmok halmazéhoz a 0-t is hozzaértjik.) Tamaszkodva
arra a tényre, hogy a 0-bdl kiindulva, egyenkénti tovabbszamlalassal (az 1 ismételt
hozz4dadasaval) barmely természetes szim elérhetd (ismétlddés follépése nélkiil), egy
szamelméleti fiiggvény definidlasanak legyegyszeriibb modjaként az kindlkozik,
hogy megadjuk a fliiggvény értékét a 0 helyen, és megmondjuk, hogy hogyan szamit-
hato ki a fiiggvény értéke az n=>0 helyen, ha az n-et megeldz6 helyeken folvett érté-
keket mar ismerjik. A fliggvénymegadas e modjat nevezziik rekurziénak, s az ily
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mddon értelmezhetd fliggvényeket rekurziv fiiggvényeknek. A kiszamitéasi eljaras
koriilhatarolasatol fliggben a rekurziv fliggvények kiilonbozé osztalyai értelmezhetdk.

A rekurzid legegyszeriibb tipusaban, az Gn. primitiv rekurziéban az n+1 helyen
folvett fliggvényérték megadasakor csak az n helyen folvett fiiggvényértékekre hivat-
kozunk. Vezessiik be az n"=n+1 jelolést.? Az f fliggvényt az o konstans és a (mar
ismertnek feltételezett) kétvaltozés f fliggvény segitségével értelmezziik a kovetkezd

modon:
f(0) =a,
f(n'y = B(n, f(n)).
Ez a primitiv rekurzié sémdja. A sémat tobbvdltozés f fiiggvényekre igy altala-

nositjuk:
{f‘(O, ay, ...y Hk) = oz(al, s ak),

M P05 5 8 = BB Guaye s Grs JBL 85y i Q1))
Itt f a definidlandé k+1 valtozds fliggvény; a k-valtozos, p pedig k+2 valtozds
fiiggvény (mindkettd ismertnek feltételezve). Ez magaban foglalja az el6z6 sémat is,
a k=0 specialis esetben. Az altalanos sémaban az a, ..., @, valtozék mint para-
méterek szerepelnek, melyek értéke a rekurzids sémaban nem valtozik. Megengedjiik,
hogy az « és a B flggvényekben fiktiv valtozok is el6fordulhassanak, azaz olyan
valtozok, amelyektd! a fiiggvény értéke ténylegesen nem fiigg.

Illusztracidként legyen a definidlandd kétvaltozés fiiggvény az ,,a+n” Ossze-
adas, amelyet most (a séma kedvéért) ,,f(n, a)”’-val jeloliink. A szereposztas:

a(a) = a; B(n, a,b) ="b"

(Tehat itt p valdjaban egyvaltozds fliiggvény: ténylegesen csak a harmadik valtozdja-
tol fiigg.) Az f(n, a) fliiggvény primitiv rekurziv definidlasa o és f segitségével, az
(1) séma szerint, a kovetkez6:

S0, a) = a,

S, a) = (f(n, a)).
Vagy, f(n, a) helyett ,,a+n"-et irva:
a+0=a,
a+n" = (a+n).

A definici6 csak az a(a)=a Un. azonossdagfiiggvény és az n’ fliggvény ismeretére épit.
De az azonossagfiiggvény is definialhaté primitiv rekurzidval:

«(0) =0,
) =1’

Ez a definici6 csak a 0 konstans és az n” fliggvény ismeretére tamaszkodik. Vegyiik
észre, hogy minden természetes szam definidlhaté 0 és n” segitségével: 1=0",
=00 =1, 3=l00) =2 sth

2 Ez a jelolés azért is célszer(i, mert — mint hamarosan latni fogjuk — az 0sszeadas rekurzive
definialhat6 az eggyel val6é tovabbszamlalas, azaz az S(n)=n"=n+ 1 fliggvény segitségével.
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Primitiv rekurziv fiiggvényeknek mondjuk azokat a filiggvényeket, amelyek
a 0 konstansbdl és az n” fliggvénybdl kiindulva, végesszamu helyettesitésekkel és
primitiv rekurziékkal (azaz az (1) séma szerinti definicickkal) nyerhetdk.?

A primitiv rekurziv fliggvények el6szor (még nem ezzel az elnevezéssel) K. Godel-
nek az axiomarendszerek eldonthetetlen problémaira vonatkozd vizsgéalataiban sze-
repeltek (1931).* Mas tipusu rekurziv fiiggvények mar korabban, D. Hilbert és Th.
Skolem munkaiban is el6fordultak®. Hilbert a rekurziv fiiggvények egy olyan oszta-
lyat értelmezte, melyek elemeinek megadasakor primitiv rekurzidkon kiviil un.
beskatulydzott rekurzidk is megengedettek, mint pl. a kdvetkezd definiciosémaban:

S0, a) = a(a),
f(n,s (1) &= p(n’ a, f(n» a), f(n’ )’(a)))'

(Itt o, B és y mar definialt fiiggvények.) Lényeges, hogy most f(n’, a) kiszamitasahoz
nemcsak f(n, a) értékét, hanem f(n, y(a)) értékét is kell ismerniink, vagyis fol kell
tételezniink, hogy f(n, x) az x minden értékére, s nemcsak az x=a esetben ismert.
Péter Rézsa els6 eredményei kozé tartozik annak kimutatasa, hogy a beskatulyazott
rekurziok kifejezheték primitiv rekurziok (és helyettesitések) segitségével (1. [2]).
Ugyancsak kimutatta, hogy az un. értékkészlet rekurzié — amelyben f(n’, ay, ..., a,)
kiszamitasahoz az f(m,ay,...,a,) figgvényértékek ismerete az m=n helyeken (te-
hat nemcsak az m=n helyen) is sziikséges — sem vezet ki a primitiv rekurziv fiigg-
vények osztalyabdl.

Vannak olyan, effektive kiszamithato szamelméleti fliggvények is, amelyek nem
tartoznak a primitiv rekurziv fiiggvények korébe. Ilyen fliggvényre az elsé példa
W. Ackermanntdl szarmazik.® Ennek definicidjaban két valtozo szerinti, un.
kétszeres rekurzid szerepel (éspedig beskatulydzottan). Péter Rdzsa [3] dolgozataban
lényegesen egyszeriisitette Ackermann targyalasat. Bevezette a kétvaltozds P(m, n)
fiiggvényt — melyet a szakirodalom Péter-féle fiiggvény néven tart szdmon — a ko-
vetkezo definicidval:

PO, n) = n’, P(m’,0) = P(m, 1),

P(m’,n’) = P(m, P(m’, n)).
Megmutatta, hogy minden primitiv rekurziv f fliggvényhez van olyan m szam, hogy
minden n-re: f(n) < P(m, n).
Ha tehat P is primitiv rekurziv lenne, akkor 1étezne olyan m, hogy
minden n-re:  P(n,n) < P(m, n)

teljestilne, s igy (n-et m-mel helyettesitve), P(m, m)< P(m, m) lenne, ami lehetetlen;

3 Ez a meghatarozas Péter R6zsatol szarmazik. A szakirodalomban mas, de ezzel egyenértéki
definiciok is ismertek ; ezekben fiktiv valtozok szerepeltetése csak az a(x,,...x,)=x; (1=i=n, n=1)
sémaban megengedett.

4 K. Godel, Uber formal unentscheidbare Sidtze der Principia Mathematica und verwandter
Systeme 1., Monatshefte fiir Math. und Phys. 38 (1931), 173—198. old.

5 D. Hilbert, Uber das Unendliche. Math. Annalen 95 (1926), 161—190. old. — Th. Skolem,
Begriindung der elementaren Arithmetik durch die rekurrierende Denkweise ohne Anwendung sche-
inbarer Verdnderlichen mit unendlichem Ausdehnungsbereich. Videnskapsselskapets Skrifter,
I. Mat. Naturv. K1. 6 (1923), 3—38. old.

% W. Ackermann: Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen. Math. Annalen 99 (1928),
118—133. old.
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ennélfogva P nem lehet primitiv rekurziv. (A bizonyitds a Cantor-féle diagonalis
médszer” szép alkalmazasa.)

A kétszeres rekurzid altalanositasa a k-szoros rekurzid (k=2). Ennek részletes
vizsgalataval foglalkozik Péter Rézsa [S5] dolgozata. Megmutatja, hogy a k + 1-szeres
rekurzid kivezet a legfoljebb k-szoros rekurzidval definialhatd fliggvények osztalya-
bol. FS6 eredménye: megmutatja, hogy minden k-szoros rekurzidval definialt
f(ny, ..., n) fiiggvény eldallithaté a kovetkezd alakban:

f(nl’ s ) = a((ux)[ﬁ(xa My ey nk) = 0])’
ahol « egyvaltozds, p pedig olyan k+1 valtozds primitiv rekurziv fiiggvény, hogy a
(2) & ﬂ(x,nl, ..-,nk) :0

egyenlet megoldhaté x-re a természetes szamok korében (ny, ..., n, barmely rog-
zitett értékeire), ¢s a
(X)) [BG6 Bisiesen s B = 0]

kifejezés a (2) egyenlet legkisebb megoldasat jeloli. Ez az eredmény, amelyhez ezid6-
tajt masok is eljutottak, l1ényeges szerepet jatszik az an. altalanos rekurziv fliggvény
fogalmaban. Altaldnos rekurziv fiigguényeknek mondjuk azokat a szamelméleti
fiiggvényeket, amelyek a 0-bdl és az n’-bél kiindulva, helyettesitések, primitiv
rekurzidk és a

y("l’ CRE T nk) = (#x)[ﬁ(x» Myy eevy nk) == O]

séma segitségével definialhatok (kikotve a (2) egyenlet megoldhatdsagat x-re, az
ny, ..., n, valtozok barmely rogzitett értékei mellett). Alonzo Church hires hipoté-
zise szerint az altalanos rekurziv fliggvények osztalya azonos az effektive kiszamithato
szamelméleti fiiggvények osztalyaval. E hipotézisre eddig nem ismeretes cafold ellen-
példa.

Az 1936. évi osléi matematikai kongresszuson Péter Rdzsa az un. magasabb
foku rekurziokkal foglalkozott (1. [6]). Ezek tgy jonnek létre, hogy fiiggvényvalto-
zO6ktdl is fiiggd fiiggvények definidlasat is megengedjiik. Késébbi munkaiban
(lasd [13], [14], [25]) tovabbi fontos eredményeket ért el e témakdorben, és rimutatott
szamos, jelenleg még megoldatlan problémara is.

A nemzetkozi matematikai irodalomban Péter Rozsa tollabdl jelent meg az els6
atfogd monografia a rekurziv fiiggvényekrél (lasd [12]). A konyv részletesen targyalja
a kiilonbozd rekurzid-fogalmakat, ezek kapcsolatat, a primitiv rekurziéra vissza-
vezethetd rekurzidtipusokat, tovabba foglalkozik az altalanos és a parcialis®
rekurziv fiiggvényekkel is, megmutatva kapcsolatukat a primitiv rekurziv fiigg-
vényekkel, valamint az effektiv kiszadmithatdsag szemléletes fogalméanak koriilhataro-
1454t célzé egyéb fogalmakkal. Jelentds teret szentel a szerz6 az elmélet matematikai
(féleg bizonyitaselméleti) alkalmazasainak is. Jellemzd, hogy a konyv anyaganak
tulnyomo része a szerzé sajat eredménye.

S.C. Kleene, az altalanos rekurziv fliggvények elméletének f6 kidolgozdja,
a konyvrdl frott recenzidjaban® igy méltatja a szerz6t: ,,1932 ota Péter Rdzsa egy sor

7 Lasd pl. Székefalvi-Nagy Béla: Valds fiiggvények és fiiggvénysorok, 5. kiadas, Tankonyvkiado
1975, 24—26. old.

8 A parcialis rekurziv fiiggvények csak annyiban kiilonbdznek az altalanos rekurziv filiggvé-
nyektdl, hogy valtozoik egyes értékeire esetleg nincsenek értelmezve. Ahol értelmezve vannak, ott
éppugy effektive kiszamithatok, mint az altalanos rekurziv fiiggvények. De nincs kikdtve annak
effektiv eldonthetSsége, hogy egy parcialis rekurziv fliggvény adott helyen definialt-e.

® Lasd: Bulletin of the American Math. Soc. 58 (1952), 270—272.
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cikket publikalt, melyekben a rekurzié kiilonféle specialis formainak kapcsolatat
vizsgalta, megmutatva 1) fliggvények definidlhatésagat rekurziok egyre magasabb
tipusaival; e munkak 6t a specialis rekurziv fiiggvények elméletének vezetd kimunka-
l6java avatjak.” A konyv orosz kiadasanak (1954) bevezetGjében pedig N. Kol-
mogorov szovjet akadémikus e szavakkal mutatja be a szerz6t: ,,A konyv szerzdje,
Péter Rozsa, jol ismert magyar matematikus, akinek fontos része volt a rekurziv
fiiggvények modern elméletének megalkotasahoz vezeté kezd6 Iépésekben.
1932—1935 kozotti munkai, melyek féleg a primitiv rekurziv fiiggvények osztilya
tényleges terjedelmének tisztazasara iranyultak, lényeges mértékben hozzéjarultak
a ,rekurzivitas’ azon szélesebb eszméjének kikristalyositasahoz, amelyet az altalanos,
ill. a parcialis rekurziv fliggvény fogalma fejez ki.”

A konyv orosz, kinai és angol forditdsai az egész vilagon jelentds befolyést
gyakoroltak a rekurziv fliggvényekkel kapcsolatos kutaté munkara, kialakitva
Péter Rdzsa ,,indirekt™ tanitvanyainak korét. Ebben jelent6s szerepe van a monografia
konnyed stilusanak és annak a pedagdgiai miivészetnek, amellyel a szerz6 a legnehe-
zebb problémat is szemléletes aspektusbol képes megkozeliteni. E pedagdgia egyik
stilusjegye, hogy egyetlen téma targyalasa sem kezdddik el6rebocsatott definicidval,
hanem az alkalmas definicié a fOlvetett probléma elemzésének eredményeként
bontakozik ki. Hasonlé miivészettel kiiloniti el a bizonyitasokban a 1ényeges nehéz-
séget okozd f6 részeket a mellékesektol, rendszerint specialis esetekre korlatozva
a bizonyitast, amelybdl az altalanos esetre vald attérés mar konnyen kiolvashato.

Péter Rézsa nagy szakmai tekintélyét illusztralja, hogy szamos kiilfoldi egye-
temre és nemzetkozi tanacskozasra hivtak meg el6adast tartani. 1967-ben az & tiszte-
letére rendeztek nemzetkozi kollokviumot Tihanyban a rekurziv. fliggvényekrdl és
alkalmazasaikrol.

Emlitettiik, hogy a rekurziv fiiggvények elméletének kialakuldsa a matematika
alapjaival kapcsolatos kutatasokhoz fiizodik. Péter Rozsa, sziikebb szakteriiletén
tal, a matematika alapjai témakér alapos ismerdje és egyetemi eldaddja volt. E téma-
korbe vagnak [8], [10], [20] és [34] alatti dolgozatai. Kalmar Laszlo az 1948. évi
amsterdami filozéfiai vilagkongresszuson szamolt be egy idevago, elvi jelentdségii
k6zds eredményiikrél. ™

A matematika filoz6fidja tekintetében Péter Rézsa nem csatlakozott az ismert
iranyzatok egyikéhez sem, bar kétségtelentil Hilbert nézetei alltak felfogasahoz leg-
kozelebb. De hatirozottan elutasitotta a matematika Un. formalista filozéfidjat,
amely (nem egészen jogosan) Hilbert nézeteire is hivatkozik. Péter Rdzsa felfogasa
szerint a matematikaban a fogalmak jelentése a dominald, minden mas — axidmati-
zalas, formalizmus — csak segédeszk6z. Meggy6z6dése szerint minden matematikai
fogalomnak megvan a maga jelentése, még akkor is, ha ez kezdetben talan homalyos
és nem egészen egyértelmii, vagy ha éppen problematikus a jelentés szabatos meg-
fogalmazésa (mint pl. az effektiv kiszamithatdsag esetében). Szamara a kontinuum-
probléma nem lett értelmetlenné Godel és P. Cohen idevagd eredményeinek ismerete
utan sem.!’ Matematikafilozéfidja alapjan utasitja el Church azon hipozétisét is,
amely szerint az effektive kiszamithatd szamelméleti fiiggvények osztalya azonos az
altalanos rekurziv fliggvények osztalyaval. Nézete szerint az effektiv kiszamithatdsag
azon fogalmak korébe tartozik, melyek terjedelme a matematika fejlédése soran

10 L. Kalmar: On unsolvable mathematical problems. Proceedings of the tenth International
Congress of Philosophy, Amsterdam 1948, Vol. 1, 534—536.

11 E témarol lasd pl. Hajnal Andras, A kontinuum-problémara és a kivalasztasi axiomara
vonatkoz6 axiomatikus vizsgalatok torténetérdl é€s jelenlegi allasarol, Mat. Lapok 17 (1966), 253—
260; tovabba a [34] cikk Utdszavat.
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novekedd, és sohasem tekinthetd teljesen befejezettnek, lezartnak. E nézetét tdmo-
gatja egy Kalmar Laszl6tdl szarmazé matematikai eredmény is.'?

Péter Rozsa kutatasainak Uj szakaszat jelenti a rekurziv fliggvény fogalmanak
altalanositasa a természetes szamok halmazardl bizonyos éltalanosabb, ,,szamszeriien
folépithetd” halmazokra. Lattuk, hogy a rekurziv fliggvények bevezetése azon tényre
épiil, hogy a természetes szamok halmaza egy ,.kezd6 elembdl” (a nulla) kiindulva,
egyetlen ,,alapfiiggvény” (az n’) segitségével teljesen ,,bejarhaté”. Egynél tébb kezds-
elemet és/vagy egynél tobb alapfiiggvényt (melyek kozott tobbvaltozds is lehet) f6l-
tételezve, nyerjik a ,,szamszeriien felépitheté halmaz”, ill., a Péter Rdézsatdl szar-
mazé kifejezéssel, a szabad holomorf halmaz fogalmat. (A pontos definiciot itt
elhagyjuk.) Ilyen halmazra egyszerti, de az alkalmazasok szempontjabdl igen fontos
példa: egy véges abc betliibdl felépithetd ,,szavak’ — azaz: véges hosszisagu jel-
sorozatok — halmaza. Kezdd elemként (azaz a 0 megfelelSjeként) egyediil az iires
szOt vessziik (mint az abc betiiibGl felépitheté egyetlen ,,nulla tagu™ sorozatot).
Alapfiiggvények (vagyis n” megfelel6i) lesznek azok a fiiggvények, amelyek minden
szot meghosszabbitanak egy-egy betiivel; igy az alapfliggvények szama azonos az
abc betliinek szamaval. Mivel az iires sz6bdl kiindulva barmely szé megkaphatd
egybetiis meghosszabbitasok végesszamu sorozataval, vilagos, hogy a széhalmaz
az alapfiiggvények segitségével éppugy teljesen ,,bejarhaté™, mint a természetes
szamok halmaza a 0-bdl kiindulva az »n” fliggvény segitségével. (Az altalanos esetben
mind a kezd6 elemek, mind az alapfiiggvények halmaza lehet végtelen is.)

Ha egy szabad holomorf halmazon bizonyos kovetelményeket kielégité parcialis
rendezés is adott (ekkor rendezett szabad holomorf halmazrdl beszéliink), gy defi-
nialhatok rajta a kiilonféle rekurziéfogalmak megfeleldi, és a szamelméleti rekurziv
fliggvények elméletének tulnyomo része atviheté az ilyen halmazokra. Az idevagd
eredményeket targyalja a [23] dolgozat. Mig mas szerzok ezid6tajt a szohalmazokon
definialhaté rekurziv fliggvényekre szoritkoztak, addig Péter Rdézsa rendkiviil
altalanos megkozelitésében a széhalmazokra vonatkozé eredmények speciélis eset-
ként adddnak.

A rekurziv fiiggvény fogalmanak eme altalanositasa széles korii alkalmazasok
felé tart kaput. Ezek koziil a fontosabbak: a programozési nyelvek elmélete, s ezen
keresztiil a modern szamitastechnika, a matematikai nyelvészet, a formalizalt nyel-
vek kozotti forditas, a logikai optimalizalas. Péter Rézsa 1960 6ta publikalt munkéai
tilnyomé részben a rekurziv fiiggvények altalanositott elméletének alkalmazasi
problémaival érintkeznek.

Ezen eredményei nagyobb részét foglalja ssze 1976-ban, fél évvel halila el6tt
megjelent konyve (lasd [52]). A monografia a rekurziv fiiggvények programozas-
elméleti alkalmazésaival foglalkozik. Fontosabb eredményei a kovetkez8k. Bizo-
nyitja, hogy egy pontosan definialt ,,idedlis szamitégéppel” (amely a realis kompu-
terek matematikai idealizacidja) kiszamithaté fliggvények osztalya azonos a parcialis
rekurziv fliggvények osztélyaval. Igazolja, hogy a forditoprogramok elméletében
fontos szerepet jatszé ,,veremmemdoria” modszer parcidlis rekurziv. A gépi prog-
ramok el6készitésében nagy szerepet jatszo blokkdiagramok szabatos matematikai
megfelelGjeként bevezeti a grafsémaval valé kiszamithatésidg fogalmat, s bebizo-
nyitja, hogy e kiszdmithatdsag-fogalom egybeesik a parcidlis rekurzivitas fogalméval.
Kimutatja, hogy az ,,ALGOL 60 programozasi nyelvbdl a rekurziv eljarasok elvileg
kikiiszobolhetok, tovabba hogy e nyelv leirasara hasznalt metanyelv primitiv re-

12 Lasd errdl [52], 147. old.
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kurziv. Bizonyitja az ,,ALGOL 68 nyelv definicidjaban alkalmazott kétlépcsés
grammatika fogalmainak rekurzivitasat is.

A konyv megjelenése Ota eltelt rovid id6 ellenére maris mutatkoznak a nemzet-
kozi érdekl6dés jelei; alig kockdzatos azt josolni, hogy e miinek a szerzd elsd konyvé-
hez hasonld sikere lesz. Ennek egyik biztositéka az az eléaddi miivészet, mely
e konyvben éppligy magaval ragadja az olvasot, mint a szerzé minden korabbi irasa-
ban. Mint Péter Rdzsa elsé monografidja, e kotet is tilnyomorészt a szerzd sajat
eredményeit mutatja be, mintegy lezarva életmiivét

A matematika pedagégusa

Péter Rozsa mintegy husz éven at tanitott matematikat kozépiskolaban (rovi-
debb kényszerli megszakitasokkal). Hogy matematikadrai nem voltak tradicionalisak,
arrol néhany akaratlan beszdmoldt talalhatunk ,,Jaték a végtelennel” c. konyvének
szamos helyén. Ezekbdl kideriil, hogy Péter Rézsa mar akkor vallalta azt a ,,kalan-
dot”, hogy a matematika megranitdasa helyett a matematika kozds felfedezésére
(a pedagdgus €s a tanitvanyok egyiittes munkajara) invitalja tanitvanyait; s 6rommel
regisztralhatta, hogy a kozos felfedez6 munka nemcsak a tanitvinyoknak nyjt
maradandé élményt és szilard ismeretet, hanem a tapasztalt vezetének, a pedagdégus-
nak is nemegyszer Uj, varatlan és meglepd oldalarél mutatja meg a mar jolismert
targyat. Nyilvanvald, hogy ebben a hosszu tanitasi praxisban alakultak ki a mate-
matikai ismeretterjesztésre ¢és tanitasra vonatkozd alapeszméi, amelyek kisugarza-
sara a felszabadulas utan nyilt lehet8sége.

Péter Rozsa szamara a matematika integrans része az emberalkotta szépség,
a kultura vilaganak. Ez az esztétikai principium készteti a ,.két kultara” elvének
clutasitasara. A maga részérdl egész életében érdeklédott a tradicionalis értelemben
vett human kultira problémai irdnt (errdl taniskodnak, egyebek kozott, rend-
szeresen publikalt filmkritikai). Es fontosnak tartotta, hogy a ,,humanum emberei”
megismerjék a matematika szépségeit is. Ez vezette arra, hogy iré ismerdséhez,
Benedek Marcellhez irott levelekben képet nyujtson a matematikardl. A levelekbdl
keletkezett a mar tobbszor emlitett konyve, a ,,Jaték a végtelennel”, amely mesteri
példaja annak, hogy hogyan lehet ,,kiviilalloknak™ bemutatni a matematika szép-
ségeit. A ,,két kultura” kozotti gat lebontéasara iranyuld torekvés jegyében fogantak
még [VII] és [VIII] irésai is.

A felszabadulas utani években minden erejét a hazai matematikatanitas tigyének
fellenditésére forditja, s a megoldando siirgds feladatok érdekében dtmenetileg még
tudomanyos kutatdo munkajat is hattérbe szoritja. Aktivan részt vesz az iskoldk
demokratizalaséért folyd munkéban. A Koznevelési Tandcs tantervkészité bizott-
sagaban 6 késziti a kiilonféle iskolatipusok uj szellem{i matematikai tantervét. Tan-
konyvpalyazatokat és tanterveket biral. Az ifjisagi szervezetekben, a févarosi
népmiivelés keretében és a radidiskolan szakkoroket vezet és eléadasokat tart, tani-
tast vallal a dolgozék gimnaziumaban és a taniték nyari szakosité tanfolyaman,
cikkeket ir napi- és hetilapokban. ,,A tanité matematikakonyve” c. palyazataval
(1946) elnyeri a Magyar Tudoméanyos Akadémia els6 dijat. Részt vesz az tjszellemii
matematika tankényvek irasaban (lasd [IV]). Onkéntes tarsadalmi munkéban
bekapcsoldédik a budapesti tudomanyegyetemen a matematika szakos tanarképzés
munkéjaba: a hallgaték gyakorld tanitasait latogatja €s segiti.

Ekkoriban mar az egyetemre is hivjak tanitani. Es bar elvallalja egyetemi érak
tartasat is, a matematika tanitisa és népszerlisitése marad sziviigye, s ezért nem az
egyetemen, hanem az 1947-ben létrehozott budapesti pedagdgiai féiskolan vallal
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végleges allast. Mikor a féiskolan 6nall6 tanszéket kap a matematika, 6t bizzak meg
a tanszék vezetésével. Itt tanit a féiskola megsziintéig, 1955-ig.

A féiskola megsziinte utdn az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem professzoranak
nevezik ki. Nyugdijba vonulasaig (1975) tanitja itt ,,a matematika alapjai’ c. targyat.
Egyetemi 6rai nemcsak szakmailag, hanem didaktikailag is rendkiviil értékesek voltak
a leendd tanarok szamara. Mint az egyetem Tanarképz4 Tanadcsanak matematikai
szakfeliigyel6i csoportjanak vezetGje, aktivan részt vett a tanarjeldltek nevelésében
és a gyakorl6 iskolak szinvonalanak emelésére iranyulé munkaban, egyebek kozott
a gyakorld iskolak leendd vezeté matematikatanarainak kivalasztasaban is. Nem
rajta mult, hogy késébb e munkat abba kellett hagynia.

Szakmai szeminariumaival (amelyeket Surdanyi Janos egyetemi tanarral kzosen
iranyitott) leendd matematikusok nemzedékeinek neveléséhez jarult hozza. E sze-
minariumok bizonyos fajta ,,posztgraduélis” képzést is potoltak a matematika
alapjai témakorbdl; szamos fiatal kutatd itt mutathatta be elsé eredményeit.

Egyetemi oktaté munkajat nyugdijbavonulasa napjaig rendkiviil komolyan
vette, noha korara és betegségére tekintettel Iényeges kedvezményeket vehetett volna
igénybe. 1974-ben, amikor stlyos miitét el6tt allt, ennek idSpontjat Ggy egyeztette
orvosaval, hogy oktaté munkdjaban ne okozzon fennakadast.

Rendkiviili energiaval kapcsolédott be a folyamatban levé oktatasi reform
munkalataiba. 1973-t6l halalaig tagja €s aktiv résztvevéje volt a MTA Elndkségi Koz-
oktatasi Bizottsaga Matematikai Albizottsaganak, ill. az ennek utédaként létre-
hivott MTA—OM Koznevelési Bizottsag Matematikai Munkabizottsaganak.
Ugyancsak aktiv munkésa volt a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat iranyitotta
kozépiskolai matematikatanitasi kisérleteknek, amelyek 1973-ban kezdddtek.
E kisérletek elvi-tartalmi iranyitasa az 6 kezében Gsszpontosult. Az elkésziilt feladat-
lapokat, munkafiizeteket, konyvrészleteket ténylegesen éjt nappalld tevé munkaval
lektoralta. Tanacsokat adott a szervez8knek és a tanaroknak, harcolt a biirokratikus
akadalyok elharitasaért, szenvedélyesen érvelt a meggy6zddése szerint helyes didak-
tikai elvekért. Elete utolsé két esztendejében, silyos betegségével kiizdve, ez a munka
adott értelmet életének.

Péter Rozsa kiemelked6 munkat végzett Tarsulatunkban mint tiszteletbeli elndk,
és kiilondsen mint az Emlékdrzé Bizottsdg elnoke. Thlnyomorészt az 6 munkajanak
kdszdnhetd, hogy vilaghir(i matematikusaink, Fejér Lipot és Riesz Frigyes emlékét
utcanevek Orzik févarosunkban. Iskolai szakkoroket mozgdsitott elhunyt nagyjaink
sirjanak felkutatasara és apolasara. Kezdeményezésére alapitotta tarsulatunk a Szele
Tibor emlékérmet és a Rényi Katé emlékdijat. Megvaldsulatlan maradt az az 4lma,
hogy a Budapesti Miiszaki Egyetemet Konig Gyulardl, egykori rektorardl, a vilag-
hirli matematikusrdl nevezzék el.

Mint hivatasdhoz mélté matematikust és igaz pedagdgust az igazsidg szenve-
délyes szeretete jellemezte. Elutasitott mindennemii megalkuvast, képtelen volt
barmiféle kompromisszumra, s masoktol épplgy elvarta az egyenes és egyértelmi
magatartast és kiallast, ahogyan sajat 1ényébdl fakadt a helyesnek vélt 1t tantorit-
hatatlan kovetése. Megvetette a nagyképiiséget, a hamis méltosagot. Kedvelte az
okos humort, a szavakkal valé miivészi jatékot, de gyfil6lte az adott szdval izdtt ja-
tékot. Tanitvanyaiban és munkatarsaiban nagyrabecsiilte az embert, osztozott sze-
mélyes gondjaikban, segitett problémaikban, batran és neetleniil kiallt azokért, akiket
tamogatasara méltonak érzett.

Matematikai és pedagdgiai munkassagaban tovabbra is kozottiink él. Emlékét
— munkatéarsai €s bardtai korén tul — kiilonos szeretettel és tisztelettel 6rzik mind-
azok, akik tanitvanyaiként mérhetetleniil sokat készénhetnek neki.
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